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Vorrede. 



Die Theorie des Ikosaeders hat in den letzten Jahren für fast 
alle Gebiete der modernen Analysis eine solche Bedeutung gewonnen, 
dass es nützlich schien, eine zusammenhängende Darstellung derselben 
zu veröffentlichen. Erweist sich dieselbe als brauchbar, so denke ich 
in gleicher Richtung weiter zu gehen und die Lehre von den ellipti- 
schen Modulfunctionen sowie die allgemeinen Untersuchungen über 
eindeutige Functionen mit linearen Transformationen in sich, wie sie 
in neuester Zeit entstanden sind, in ähnlichem Sinne zu bearbeiten. 
Es würde auf solche Art ein mehrbändiges Werk entstehen, von 
welchem ich eine Förderung der Wissenschaft jedenfalls insofern er- 
warte, als es Vielen den Zugang zu aussichtsreichen Gebieten der 
neueren Mathematik eröffnen kann. 

Indem ich wegen der Begrenzung des Stoffes, welche ich dieses 
Mal eingehalten habe, im Allgemeinen auf die folgende Darstellung 
selbst verweise, möchte ich hier nur besonders auf den zweiten Ab- 
schnitt, der die Auflösung der Gleichungen fünften Grades behandelt, 
aufmerksam machen. Es sind jetzt volle 25 Jahre her, dass die 
Herren Brioschi, Hermite und Kronecker in vereinten Arbeiten die 
moderne Theorie der Gleichungen fünften Grades geschaffen haben. 
Aber so oft auch ihre Untersuchungen genannt werden, ein eigent- 
liches Verständniss in weiteren Kreisen des mathematischen Publikums 
haben dieselben bis jetzt nicht gefunden. Indem ich im Folgenden 
die Lehre vom Ikosaeder voranstelle und als die eigentliche Grund- 
lage des Auflösungsprocesses betrachte, entsteht eine Ansicht der 
Theorie, wie sie einfacher und durchsichtiger wohl nicht mehr ge- 
wünscht werden kann. 

Eine besondere Schwierigkeit, die sich bei der Durchführung 
meiner Absicht darbot, lag in der Verschiedenartigkeit der in die Iko- 
saedertheorie eingreifenden mathematischen Disciplinen. Es schien mir 
diesbezüglich am Zweckmässigsten, nach keiner Seite specifische Vor- 
kenntnisse vorauszusetzen, sondern überall solche Erläuterungen und 
Literaturangaben einzuschalten, welche zu einer ersten Orientirung auf 
dem gerade in Betracht kommenden Gebiete ausreichen dürften. Was 
ich dagegen vom Leser verlange, ist eine gewisse Reife des mathe- 
matischen Urtheils, vermöge deren kurzgefasste Schlüsse genügen, um 
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jedesmal vom Einzeluen zum Allgemeinen aufzusteigen. Es sipd dies 
dieselben Grundsätze, welche ich von jeher in meinen höheren Vorlesungen 
befolgte (wie ich denn auch in den Einzelheiten der Darstellung meiner 
Vorlesungspraxis gefolgt bin); in diesem Sinne wolle man den Titel 
verstehen, den ich meinen Darlegungen gegeben habe. 

Ich kann diese kurzen Vorbemerkungen nicht schliessen, ohne 
meinen verehrten Freunden, den Herren Prof. Lie in Christiana und 
Prof. Gordan in Erlangen, für vielfache Anregung und Unterstützung 
meinen besonderen Dank auszusprechen. Meine Verpflichtungen gegen 
Hrn. Lie gehen in die Jahre 1869 — 70 zurück, wo wir in engem 
Verkehre mit einander unsere Studienzeit in Berlin und Paris ab- 
schlössen. Wir fassten damals gemeinsam den Gedanken, überhaupt 
solche geometrische oder analytische Gebilde in Betracht zu ziehen, 
welche durch Gmppen von Aendertingen in sich selbst transformirt 
werden. Dieser Gedanke ist für unsere beiderseitigen späteren 
Arbeiten, soweit dieselben auch auseinander zu liegen scheinen, be- 
stimmend geblieben. Während ich öelbst in erster Linie Gruppen 
discreter Operationen ins Auge fasste und also insbesondere zur Unter- 
suchung der regulären Körper und ihrer Beziehung zur Gleichungs- 
theorie geführt wurde, hat Hr. Lie von vorneherein die schwierigere 
Theorie der continuirlichen Transformationsgruppen und somit der 
Differentialgleichungen in Angriff genommen. — Es war im Herbst 1874, 
dass ich mit Hrn. Gordan nähere Beziehung gewann. Ich hatte da- 
mals bereits für mich die Theorie des Ikosaeders begonnen (ohne 
noch die früheren Arbeiten von Hrn. Schwarz zu kennen, auf die in 
der Folge wiederholt Bezug zu nehmen sein wird), aber ich betrachtete 
meine ganze Art der Fragestellung nur erst als eine Uebungsaufgabe. 
Wenn jetzt aus den damaligen Anfingen eine weitreichende Theorie 
entstanden ist, so verdanke ich dies in erster Linie Hrn. Gordan. Ich 
gedenke hier nicht besonders seiner eigenen einschlägigen Arbeiten, 
über welche noch fernerhin ausführlich Bericht erstattet werden soll. 
Wohl aber muss ich an dieser Stelle anführen, was durch blosse 
Citate nicht ausgedrückt werden kann: dass Hr. Gordan mich bei 
meinen Arbeiten immer wieder anspornte, wenn ich ermüdete, und 
dass er mit der grössten Uneigennützigkeit mir über viele Schwierig- 
keiten hinweghalf, die ich ^allein nie überwunden hätte. 

Leipzig, den 24. Mai 1884. 

F. Klein. 
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Kapitel I. 
Die regulären Körper und die Grnppentlieorie. 

§ 1. Die Fragestellung. 

Wenn wir im Folgenden von dem Ikosaeder, oder überhaupt einem 
regulären Körper sprechen, so ist dieser Ausdruck in übertragenem 
Sinne zu verstehen. Wir operiren nämlich nicht eigentlich mit allge- 
meinen Raumconstructionen, sondern beschränken uns im Wesentlichen 
auf die Ktigeloberfläche, welche durch die Ecken des regulären Körpers 
hindurchgelegt ist, und auf die wir die Kauten und Seitenflächen des 
regulären Körpers durch geradlinige Projection vom Mittelpunkte der 
Kugel aus übertragen denken. Das nähere Object unserer Betrachtung 
ist also eine bestimmte Kugeltheilung , und nur der bequemeren Aus- 
drucksweise wegen greifen wir auf die Benennungen und zum Theil 
auch die Constructionen der Raumgeometrie zurück. 

Den regulären Körpern, wie sie die Alten kannten, rechnet man 
in neuerer Zeit gewöhnlich noch die JBTqpZer'schen Körper (deren Seiten- 
flächen sich wechselseitig durchdringen) hinzu. Wollte man sie in der 
erwähnten Weise durch Centralprojection auf die Oberfläche der Kugel 
übertragen, so würde eine mehrfache Ueberdeckung der Kugel ent- 
stehen. Es ist sogar nicht schwer zu sehen, dass es ähnlicher Ueber- 
deckungen von regulärem Charakter unendlich viele giebt*). Aber 
derartige relativ complicirte Verhältnisse sollen in der Folge bei Seite 
gelassen werden. Wir untersuchen allein jene einfachen Figuren, welche 
in dem genannten Sinne dem regulären Tetraeder ^ dem Oktaeder, dem Würfel, 
dem Ikosaeder und dem Pentagondodeka^der entsprechen. Ihnen werden 
wir dann noch eine sechste Configuration hinzurechnen, welche dem 
ebenen regulären n^ck correspondirt. In der That können wir letzteres, 
indem wir uns den von den Seiten des regulären n Ecks begrenzten 
Ebenentheil als doppelt denken, als einen regulären Körper, als Bieder , 
wie wir sagen wollen, bezeichnen: nur dass dieser Körper, der elemen- 



•) Vgl. hierzu das neue Werk von Hess: Einleitung in die Lehre von der 
Kugeltheüung mit besonderer Berücksichtigung ihrer Anwendung auf die Theorie 
der gleichflächigen und der gleicheckigen Polyeder. Leipzig 188S. 
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taren Vorstellung eines solchen zuwider, keinen Raum einschliesst. Ueber- 
tragen wir das Dieder durch Centralprojection auf die Oberfläche der 
umgeschriebenen Kugel, so haben wir zunächst, den n Ecken desselben 
entsprechend, auf einem grössten Kreise (der fortan als Aequator be- 
nannt werden soll) n äquidistante Punkte, zwischen ihnen, als Gegen- 
bild der Kanten des Dieders, die n Stücke, in welche dieser Kreis durch 
die n Punkte zerlegt wird. Wir setzen dann, wie es naturgemäss ist, 
den beiden soeben unterschiedenen Begrenzungsebenen des Dieders die 
beiden vom Aequator umgrenzten Halbkugeln entsprechend. 

Es sind nun aber, und dies muss von vornherein hervorgehoben 
werden, im Folgenden nicht eigentlich die hiermit aufgezählten Figuren 
selbst, die den Gegenstand unserer Betrachtung ausmachen, vielmehr 
sind es jene Drehungen, oder auch Spiegelungen, oder kurz gesagt: 
diejenigen elementargeometrischen Operationen, durch welche die genannten 
Figuren mit sich selbst zur Deckung kommen. Die Figuren sind für 
u/ns nur das Orientiru/ngsmittel, vermöge dessen wir die Gesammtheit ge- 
wisser Drehungen oder sonstiger Umänderungen übersehen. Daher wird 
für uns der einzelne reguläre Körper mit seiner Polarfigur, die bei 
denselben Operationen ungeändert bleibt, wie er selbst, untrennbar ver- 
bunden sein. In diesem Sinne* gehört das Oktaeder mit dem Würfel 
zusammen, dessen Ecken den Mittelpunkten der Seitenflächen des 
Oktaeders entsprechen, das Ihosaeder mit dem Pentagondodekaeder, das 
analoge Lage hat. Von demselben Princip ausgehend werden wir mit 
dem Tetraeder zusammen immer das zugehörige Gegentetraeder in Be- 
tracht ziehen (dessen Ecken den Ecken des ursprünglichen Tetraeders 
diametral gegenüber stehen), wir werden endlich beim Dieder, den bei- 
den Seitenflächen desselben entsprechend, die beiden Pole der Kugel 
markiren*). So sind es also im Grunde viererlei Gestaltungen, die unserer 
Betrachtung unterliegen. Wir werden dieselben im Folgenden kurz 
durch die Benennungen Dieder, Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder 
charakterisiren. Wenn wir den Fall des Ikosaeders in den späteren 
Entwickelungen vielfach ganz besonders hervorheben, wenn wir, dem- 
entsprechend, das Ikosaeder allein in der Ueberschrift dieses Ab- 
schnittes genannt haben, so geschieht es, weil der Fall der Ikosaeder- 
configuration unter den übrigen Fällen in jeder Bfeiehung der inter- 
essanteste ist. 

Indem wir uns jetzt die Aufgabe stellen, die in Rede stehenden 
Drehungen etc. zu studiren, durch welche die genannten Configurationen 

*) Die Configuration des Dieders ist also dieselbe, welche sonst wohl als 
Doppelpyramide bezeichnet wurde. 
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in sich übergehen, gebietet sich von vornherein der Anschluss an jene wich- 
tige und umfassende Theorie, weiche zumal durch Gälois' bahnbrechende 
Arbeiten geschaffen worden ist*) und die man als Gruppentheorie be- 
zeichnet**). Ursprünglich aus der Gleichungstheorie erwachsen und 
dementsprechend auf die Vertauschungen irgend welcher Elemente be- 
züglich, umfasst diese Theorie, wie man seit lange erkannt hat, über- 
haupt jede Frage, bei der es sich um eine geschlossene Mannigfaltig- 
keit irgend welcher Operationen handelt. Man sagt von beliebigen 
Operationen, dass sie eine Gruppe bilden, wenn je zwei der Operationen 
zusammengesetzt immer \jieder eine Operation unter der bereits ge- 
gebenen erzeugen. In diesem Sinne haben wir sofort den Satz: 

Die Drdvwngen^ welche einen regulären Körper mit sich selbst mr 
Deckung bringen, bilden in ihrer Gesammtheit eine Gruppe, 

Denn es ist klar, dass irgend zwei Drehungen dieser Art, hinter 
einander angewandt, immer wieder eine Drehung derselben Beschaffen- 
heit erzeugen. — Anders ist es mit den Spiegelungen, vermöge deren 
ein regulärer Körper in sich verwandelt wird. Diese bilden für sich 
genommen Jceine Gruppe. Denn zwei Spiegelungen ergeben, hinter ein- 
ander angewandt, keine Spiegelung, sondern eine Drehung. Wohl aber 
wird wieder eine Gruppe gebildet, wenn wir diese Spiegelungen mit 
den eben genannten Drehungen und gewissen anderen, aus ihnen durch 
Zusammensetzung entstehenden Operationen zusammen nehmen. Wir 
werden übrigens diese Gruppen in der Folge nur beiläufig betrachten 
und sie dann als erweiterte Gruppen bezeichnen. 

» 

§ 2. Gruppentheoretisohe Yorbegriffe. 

Ehe wir uns den speciellen Gruppen zuwenden, die bei den regu- 
lären Körpern auftreten, wird es nützlich sein^ gewisse allgemeine 
Begriffe zur Sprache zu bringen, die in der Gruppentheorie anderwärts 
ihre Ausbildung gefunden haben. Ich bitte den Leser, welcher mit 
diesen Theorien noch nicht vertraut ist, sich in Verbindung mit der 
kurzen Darlegung, die hier gegeben werden soll, (und die bei späteren 
Gelegenheiten noch nach verschiedenen Richtungen vervollständigt wer- 



*) 1829; man vgl. Oeuvres de Galois in Liouville'e Journal, sdr. I, t. 11 (1846). 

**) Wenn sich die Erläuterungen des Textes fast ganz auf gruppentheoretische 
Betrachtungen beschränken, so werden den Geometer über diese hinaus die merk- 
würdigen Lagenverhältnisse interessiren, welche im einzelnen Falle auf Grund der 
gruppentheoretischen Beziehungen, und von ihnen beherrscht, erwachsen. Ich 
möchte hier auf die Untersuchungen aufmerksam machen, welche die Herren Heye 
und Stephanos in diesem Sinne der Theorie des Würfels haben zu Theil werden 
lassen (Acta Mathematica, t. I (p. 93, 97), Mathem. Annalen XXII (p. 348), 1883). 
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den wird) mit einer der ausführlicheren Darstellungen bekannt zu 
machen, welche die Gruppentheorie neuerdings gefunden hat*). 

Wir betrachten im Folgenden, von einzelnen Ausnahmen abgesehen, 
nur endliche Gruppen. Eine solche Gruppe ist zunächst charakterisirt 
durch die Anzahl^ N, der Operationen, welche sie umfasst, wobei man 
die sogenannte „identische'^ Operation immer als eine mitzählt; wir 
bezeichnen diese Zahl als Ghrad der Gruppe. Des Weiteren werden 
wir die Periodidtät der einzelnen Operationen angeben, d. h. die 
Anzahl der Wiederholungen, deren die einzelne Operation bedarf, um 
zur Identität zurückzuführen, hierüber hing,us aber die Gesammtheit 
der Untergruppen unserer Gruppe, d. h. alle solche Zusammenstellungen 
eines Theiles unserer Operationen, welche für sich genommen Gruppen- 
charakter besitzen. Der Grad einer Untergruppe ist immer ein Tbeiler 
des Grades N der Haupitgruppe. Die einfachsten Untergruppen (und 
überhaupt Gruppen) sind allemal jene, welche aus den Wiederholungen 
einer einzelnen Operation entstehen, deren Grad also gleich der Periode 
der betreflfenden Operation ist; sie mögen cyclische Untergruppen, bez. 
Gruppen, genannt werden. 

Aber eine blosse Aufzählung der hiermit geforderten Dinge genügt 
nicht; wir wünschen vielmehr auch über die Stellung der einzelnen 
Operationen, Untergruppen u. s. w. innerhalb der Gesammtgruppe 
orientirt zu werden. In dieser Beziehung beachte man die folgenden 
Definitionen. 

Verabreden wir zunächst, dass wir unter dem Producte zweier 

Operationen S und T: * 

ST 

diejenige Operation verstehen wollen, welche entsteht, wenn wir zuerst 
S und dann T eintreten lassen. .Im Allgemeinen ist keineswegs: 

ST=TS, 

tritt dies im besonderen Falle ein, so nennt man die beiden Operationen 
S und T vertamchbar. Man bilde sich nun allgemein: 

sTs-^ = r 

(wo S~~ ^ diejenige Operation bezeichnet, welche mit S verbunden, die 1, 
d. h. die Identität, erzeugt). Sind S und T nicht vertauschbar, so ist 



*) Cf. J. A. Serret, Trait^ d'algöbre supärienre (Paris, 4. ^d. 1879), deutsch 
von Wertheim (Leipzig, 2. Aufl., 1878 — 79); C. Jordan, Traitö des substitutions et 
des äquations algäbriques (Paris 1870); B. Netto, Substitutionentheorie und ihre An- 
wendung auf die Algebra (Leipzig 1882). Insbesondere sei noch auf die Aufsätze 
verwiesen, welche Hr. Dyck in den Bänden 20 und 22 der Mathematischen Annalen 
(1882, 83) als „Gruppentheoretische Studien*^ hat erscheinen lassen. 
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T' von T verschieden; wir sagen dann^ dass T' aus T durch Trans- 
formation hervorgehe^ und nennen T und T' innerhalb der Gesammt- 
gruppe gleichberechtigt In der That wird T' mit T in allen wesentlichen 
Eingenschaften übereinstimmen, z. B. (wie man sofort sieht*)) dieselbe 
Periodicität besitzen. 

Es durchlaufe jetzt T die Operationen Tj, T^, ••• T*,«"« irgend einer 
Untergruppe. Dann geschieht (indem wir bei allen T jedesmal das 
nämliche S verwenden) dasselbe mit dem zugehörigen T\ so zwar, dass 
T;Ti= Te ist, sobald Zil* mit T, zusammenfällt**). Die Gruppen der 
T und der T' nennen wir dann ihrerseits innerhalb der Gesammtgruppe 
gleicJiberechtigt, 

Wir müssen nun insbesondere den Fall betrachten, dass beiderlei 
Untergruppen (die ursprüngliche und die transformirte) zusammenfallen. 
Geschieht dies bei sämmtlichen Operationen S, die wir aus der Ge- 
sammtgruppe zur Transformation unserer Untergruppe auswählen mögen, 
erweist sich unsere Untergruppe somit als nur mit sich selbst gleich- 
berechtigt, so nennen wir sie eine amgezeichnete Untergruppe. Jede 
Gruppe enthält, sofern wir diese Definition urgiren wollen, zwei aus- 
gezeichnete Untergruppen: das ist einmal die Gesammtheit aller ihrer 
Operationen, d. h. die Gruppe selbst, und andererseits jene einfachste 
Gruppe, die allein aus der identischen Operation besteht. Umfasst eine 
Gruppe von diesen beiden, uneigentlichen Fällen abgesehen, keinerlei 
ausgezeichnete Untergruppe, so heisst sie einfach, andernfalls eu- 
sammengesetzt 

Bei den zusammengesetzten Gruppen erforschen wir insbesondere 
deren Zerlegung. Man zerlegt eine Gruppe, indem man eine möglichst 
ausgedehnte***) in ihr enthaltene ausgezeichnete Untergruppe angiebt, 
dann weiter eine neue, in der so gewonnenen Untergruppe ausgezeichnet 
enthaltene und dabei möglichst ausgedehnte Untergruppe, etc. und so 
fortfährt, bis man zur Identität gekommen ist. Es braucht kaum ge- 
sagt zu werden, dass sich unter Umständen dieser Zerlegungsprocess 
auf mannigfache Weise abändern lässt. 

Ueber diese einfachsten, bei der einzelnen Gruppe in Betracht 
kommenden Definitionen hinaus muss ich noch derjenigen Beziehung 
zwischen zwei Gruppen gedenken, die man als Isomorphismus bezeichnet. 



*)lBtr = ÄTÄ-S 80 ist (r)* = ÄTÄ-\ STS"^ ^ST^S-^, über- 
haupt (Tf =» ST^S^K Wird also r"= 1, so ist auch (T')"= 1, «nd umge- 
kehrt, w. z. b. w. 

**) Denn es ist wieder T^T^; = ST-S^K STj^S"^ = ST.T^S^^^ ST^S^- ^ 

***) D. h. eine solche, welche nicht noch in einer umfassendereü und eben- 
falls ausgezeichneten Untergruppe enthalten ist. 
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Zwei Gruppen heissen isomorph, wenn man ihre Operationen S, S' 
derart einander zuweisen kann, dass immer SiSk dem SlSk entspricht, 
sofern Si dem Slj Sk dem Sit entsprechend gesetzt ist. 

Die isomorphe Beziehung kann eine wechselseitig eindeutige sein; 
man spricht dann von holoedrischem Isomorphismus. Es sind in diesem 
Falle die beiden Gruppen abstract genommen überhaupt identisch, und es 
ist nur die Bedeutung der beiderseitigen Operationen, in denön eine Ver- 
schiedenheit liegen kann. Die Untergruppen der einen Gruppe liefern 
also ohne Weiteres die Untergruppen der anderen Gruppe, etc. etc. 

Aber die Zuordnung kann auch eine mehrdeutige sein, worauf man 
den Isomorphismus als meriedrisch bezeichnet. Auch dann noch ent- 
spricht jeder Untergruppe der S eine solche der S', und umgekehrt, 
nur dass die beiderlei Untergruppen nicht denselben Grad zu besitzen 
brauchen. Zugleich liefern gleichberechtigte Untergruppen solche der 
anderen. Es werden sich also auch ausgezeichnete Untergruppen der 
einen Gruppe in solche der anderen verwandeln. Insbesondere ent- 
spricht der Identität, wenn wir sie den S zurechnen, innerhalb der S' 
eine ausgezeichnete Untergruppe, und umgekehrt*). 

In der Folge werden wir hauptsächlich mit solchen Beispielen von 
meriedrischem Isomorphismus zu thun haben, bei denen jedem S nur 
ein S' entspricht, jedem S' aber zwei S zugeordnet sind (so dass die 
Anzahl der S doppelt so gross ist, als die Anzahl des S'), Wir wer- 
den dann schlechtweg von einem hemiedrischen Isomorphismus reden. 

§ 3. Die oyolisohen Botationsgruppen. 

Indem wir uns nunmehr zur näheren Betrachtung der Gruppen 
wenden, welche von den Drehungen gebildet werden, die eine der in 
§ 1 genannten Configurationen mit sich zur Deckung bringen, müssen 
wir die einfachsten Rotationsgruppen, diejenigen^ die durch Wiederholung 
einer einzigen periodischen Rotation erzielt werden, voranstellen. Offenbar 
bleiben bei einer solchen Gruppe zwei Punkte unserer Kugel, die wir 
die beiden Pole nennen wollen, ungeändert, und es besteht die Gruppe, 
wenn sie im Ganzen n Rotationen umfasst, aus den n Drehungen durch 
einen Winkel 

^ 27r 47r 2(w — l)?r 

' w ' w ' n 

um die die beiden Pole verbindende Axe. 

Constatiren wir zuvörderst, dass je zwei Drehungen dieser Gruppe 



*) Vgl. ausser den bereits genannten Publicationen insbesondere: Capelli^ sopra 
risomorfismo .... im 16. Bande des Giornale di Matematiche (1878). 
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mit einander vertauschbar sind. Daher ist jede einzelne Drehung, sowie 
jede Untergruppe, die man aus einzelnen Drehungen zusammensetzen 
kann, nur mit sich selber gleichberechtigt. Ob aber solche Unter- 
gruppen existiren, hängt vom Charakter der Zahl n ab. Ist n Prim- 
zahl, so ist die Existenz einer eigentlichen Untergruppe von vornherein 
ausgeschlossen (weil ihr Grad ein Theiler von n sein müsste); ist n 
zusammengesetzt, so giebt es jedem Theiler von n entsprechend eine 
und nur eine Untergruppe, deren Grad gleich diesem Theiler ist*). 
Wir werden eine Zerlegung unserer Gruppe erhalten, wenn wir zunächst 
die Untergruppe aufsuchen, die in diesem Sinne einem möglichst um- 
fassenden in n enthaltenen Theiler entspricht, und dann die so er- 
haltene Untergruppe in demselben Sinne weiter behandeln. 

Wollen wir gleich hier den Begriff des Isomorphismus einüben, 
so bemerken wir, dass unsere Gruppe mit dem Inbegriff der „cyclischen" 
Vertauschungen von irgend n in bestimmter Reihenfolge genommenen 
Elementen: 

(«0» ^U «2» «n-O 

holoedrisch isomorph ist. In der Tbat können wir die bezeichneten 
VertauschuDgen den bisher betrachteten Drehungen in einfachster Weise 
geometrisch zuordnen. Wir haben nur die n PtmJcte zu construiren: 

die aus einem beliebig gegebenen Punkte a^^ durch uusere Drehungen 
hervorgehen, und nun zuzusehen, wie diese Punkte ihrerseits sich bei 
den Drehungen permutiren. 

Es ist überflüssig, bei so augenscheinlichen Dingen noch länger 
zu verweilen. Wir mussten sie anführen, weil die cyclischen Gruppen 
so zu sagen die Elemente sind, aus denen sich alle anderen aufbauen. 

§ 4. Die Gruppe der Diederdrehungen. 

Indem ich mich jetzt zur Configuration des Dieders wende, bitte 
ich den Leser, sich hier und bei den parallellaufenden Entwickelungen 
der folgenden Paragraphen zugehörige Zeichnungen anfertigen zu wollen 
oder sich geradezu an einem leicht zu verschaffenden Modelle die in 
Betracht kommenden Verhältnisse zu überlegen. Denn es handelt sich 
um durchaus concrete Dinge, welche vermittelst der genannten Hülfs- 
mittel jedesmal leicht erfasst werden, aber ohne dieselben der Vor- 
stellung gelegentlich Schwierigkeiten bereiten können. Auch würde 



*) Ich gebe diese und ähnliche Behauptungen im Texte ohne Beweis, weil 
sie dem Leser entweder ohnehin geläufig sein werden oder ihm doch bei ruhigem 
Nachdenken ohne Weiteres einleuchten müssen. 
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# 

ich die betreffenden Entwickelungen durchweg sehr viel austiihrlicher 
haben anlegen müssen, hätte ich nicht eine Mitwirkung des Lesers in 
dem erwähnten Sinne voraussetzen wollen. 

Wir benannten bereits jenen grössten Kreis unserer Kugel, welcher 
die n Eckpunkte des Dieders trägt, als Äeqtmtor, haben auch schon die 
beiden zugehörigen Pole markirt. So ist zuvörderst klar, dass das 
Bieder bei der cyclischen Gruppe von n Drehungen, bei der diese Pole 
festbleiben, in sich übergeht. Aber die Gruppe der zum Dieder ge- 
hörigen Drehungen ist hiermit noch nicht erschöpft. Wir wollen auf 
dem Aequator in der Mitte zwischen je zwei aufeinander folgenden 
Diedereckpunkten einen neuen Punkt markiren; die n so entstehenden 
Punkte nennen wir die KantenhalbirungspunJcte des Dieders. Wir be- 
zeichnen dann femer jeden Durchmesser, der einen Eckpunkt oder 
einen Kantenhalbirungspunkt des Dieders enthält, als eine Nebenaxe 
desselben. Es gibt n Nebenaxen des Dieders: ist n ungerade, so ent- 
hält jede derselben einen Eckpunkt und einen Kantenhalbirungspunkt, 
ist n gerade, so vertheilen sich die Nebenaxen auf zwei Kategorien, 
je nachdem sie zwei Eckpunkte oder zwei Kantenhalbirungspunkte ver- 
binden. Auf alle Fälle bleibt das Dieder ungeändert, wenn man es um eine 
beliebige dieser Nebenaxen umklappt, d. h. durch den Winkel % um die 
Nebenaxe dreht. So stellen sich also neben die schon erwähnte cyclische 
Gruppe von n Drehungen n weitere Drehungen, jede von der Periode 2. 

Ausser den hiermit aufgezahlten Drehungen umfasst die Diedergruppe 
keine anderen. In dör That erkennen wir auf folgende Weise (die auch 
später immer wieder angewandt werden soll), dass die Zahl der Dieder- 
drehungen gleich 2n sein muss. Wir überlegen zunächst, dass jeder 
Diedereckpunkt vermöge einer Diederdrehung in jeden anderen ver- 
wandelt werden kann, was n Möglichkeiten abgiebt, dann aber, dass das 
Dieder, spfern wir einen Eckpunkt festhalten, nur noch auf zwei Weisen 
mit sich selbst zur Deckung gebracht werden kann, nämlich durch die 
Umklappung um die durch den betreffenden Eckpunkt hindurchlaufende 
Nebenaxe und durch die identische Operation. Jetzt muss die Anzahl 
der Diederdrehungen offenbar gleich dem Producte der beiden Theil- 
zahlen sein, sie wird also gleich 2n, w. z. b. w. 

Ich will jetzt den Leser nicht durch Aufzählung aller in der Dieder- 
gruppe enthaltenen Untergruppen ermüden. Vielmehr mögen wir sofort 
jene erste cyclische Gruppe von n Drehungen betrachten und beweisen, 
dass diese als Untergruppe innerhalb der Gesammtgruppe des Dieders aus- 
gezeichnet ist. In der That, recurriren wir auf die Definition des § 2. 
Wir bezeichnen mit T, T' Drehungen um die Hauptaxe des Dieders, 
mit S irgend eine andere Diederdrehung. Dann verlangt unsere Be- 
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hauptung, zu zeigen, dass STS"^ = T ist. Aber wenn S selbst eine 
Drehung um die Hauptaxe bedeutet, so ist diese Relation selbstver- 
ständlich, — und ist S eine Umklappung um eine der Nebenaxen, so 
wird der Effect dieser Umklappung, soweit die Hauptaxe in Betracht 
kommt, durch das folgende S~'^ wieder rückgängig gemacht, worauf 
in der That abermals unsere Relation resultirt. 

Wir können den hiermit geführten Beweis auf ein allgemeines 
Princip beziehen, das wir hier um so lieber anfuhren, als es in der 
Folge noch wiederholt zur Anwendung kommen soll. Vereinbaren 
wir zunächst, dass wir, bei unseren Configurationen, solche geometrische 
Gebilde, welche durch eine Operation der zugehörigen Gruppe aus 
einander hervorgehen, als gleichberecJitigt bezeichnen wollen. Wir con- 
struiren jetzt alle Gebilde, die mit einem gegebenen gleichberechtigt 
sind. Es seien nun Ti diejenigen Operationen unserer Gruppe, welche 
die Eigenschaft haben, von den so construirten Gebilden jedes einzelne 
ungeändert zu lassen. Dann bilden die Ti innerhalb der Gesammtgruppe 
offenbar eine ausgezeichnete Untergruppe, Denn jede Operation STiS~^ 
gehört selbst zu den T,-, weil das S nur eine Permutation der zu Grunde 
liegenden Gebilde bewirkt, welche durch S~^ wieder rückgängig ge- 
macht wird. — Die Anwendung dieses Principes auf unseren Fall ist 
deutlich. Wir haben nur als zu Grunde liegende gleichberechtigte Ge- 
bilde die beiden Pole des Dieders zu betrachten. Zufällig ist dabei 
(im Sinne des allgemeinen Princips), dass diejenigen Drehungen, welche 
den einen dieser Pole ungeändert lassen, von denjenigen, welche beide 
Pole zugleich in sich überführen, überhaupt nicht unterschieden sind. 

Durch ähnliche Ueberlegungen bestimmen wir diejenigen unter 
den Diederdrehungen, welche miteinander gleichberechtigt sind. Ich 
sage in dieser Hinsicht, dass jetzt von den Drehungen um die Hauptaxe 

die beiden j welche um und drehen, gleichberechtigt sind, 

während die Umklappungen um die Nebenaxen bei ungeradem n alle 
gleichberechtigt ausfällen, sich aber bei geradem n in zwei Kategorien 
gleichberechtigter zerlegen, Erstere Behauptung entspricht dem Umstände, 
dass bei den zwei in Vergleich gezogenen Drehungen um die Hauptaxe 
die beiden Pole des Dieders resp. in gleicher Weise afficirt werden*), 
letztere Behauptung der früheren Angabe, dass die Nebenaxen des 
Dieders entweder alle gleichberechtigt sind, oder, bei geradem n, sich 



*) Indem nämlich eine Drehuni? durch um den einen Pol mit einer 

n 

n 7. -^ 

Drehung durch -| — um den anderen Pol zusammenfällt. 



12 I, 1. I^ie regulären Körper 

auf zwei Arten gleichberechtigter Linien vertheilen. Hierüber hinaus 
bringen wir in beiden Fällen ein allgemeines Princip zur Verwendung, 
das wir dahin aussprechen können, dass wir sagen: Solche zwei Ope- 
rationen sind jedesmal gleichberechtigt, welche resp. zwei gleichberechtigte 
Gebilde in analoger Weise in sich seihst überführen. Ich unterlasse es, 
des Längeren beim Beweise dieses Princips zu verweilen. 

Sollen wir endlich eine Zerlegung der Diedergruppe angeben, so 
ist einß solche in dem früher Gesagten bereits implicite enthalten. Als 
umfassendste und zugleich ausgezeichnete Untergruppe wählen wir die 
Gruppe der n Drehungen um die Hauptaxe. Diese selbst aber be- 
handeln wir weiter nach den Angaben des vorigen Paragraphen. 

Wir definiren noch eine Gruppe von Buchstabenvertauschungen, 
die mit der Diedergruppe holoedrisch isomorph ist. Zu dem Zwecke 
wollen wir jetzt die ^ Eckpunkte des Dieders in ihrer natürlichen 
Reihenfolge mit 

bezeichnen. So haben wir zunächst, wie im vorigen Paragraphen, den 
n Drehungen um die Hauptaxe entsprechend, diejenigen cyclischen Ver- 
tauschungen der av, welche bez. a^ durch a^ + ^t ersetzen (die Indices 
modulo n genommen). Wir finden ferner, dass bei der Umklappung 
um diejenige Nebenaxe, welche durch den Punkt a^ hindurchläuft, 
av durch an — v ersetzt wird. Aus beiden Operationen zusammen er- 
wächst die meta>cyclische Gruppe*), welche durch folgende Trans- 
formation der Indices vorgestellt wird: 

v' r^E: + 1/ + Ä (mod. fi), 

und diese also ist mit unserer Diedergruppe holoedrisch isomorph, oder, 
was dasselbe ist, in abstractem Sinne identisch. 

§ 5. Die Yierergruppe. 

Die Erläuterungen des vorigen Paragraphen, wie schon die De- 
finition des Dieders in § 1, setzen n>2 voraus. Ist n = 2, so ver- 
liert die Figur des Dieders ihre Bestimmtheit, insofern dann die Eck- 
punkte des Dieders durch unendlich viele grösste Kreise verbunden 
werden können. Dem entsprechend erhalten wir als zugehörige ßo- 
tationsgruppe zunächst eine sogenannte continuirliche**) Gruppe. So 

*) Allgemein bezeichnet man so nach Kronecker jede Gruppe von Vertauschungen 
der «0» ö^i) • • • %y welche durch v' = cw -f k (mod. n) gegeben, ist. 

**) Man vergl. die ausgedehnten Untersuchungen von Lie im norwegischen 
Archiv (von 1873 an) und in Bd. XVI der Math. Annalen. Neuerdings hat Mr. PoinccMre 
in seinen noch öfter zu nennenden Untersuchungen über eindeutige Functionen mit 
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interessant und überaus wichtig die Theorie der continuirlichen Gruppen 
in vielem Betracht ist, so wenig wird dieselbe im Folgenden von Be- 
deutung werden. Wir wollen daher im Falle w = 2 die Diederfigur 
dadurch zu einer bestimmten machen, dass wir unter den unendlich 
vielen durch die beiden Eckpunkte hindurchlaufenden grössten Kreisen 
einen bestimmten als Aequator auswählen. Die Hauptaxe der Figur 
bildet dann mit den beiden Nebenaxen ein rechtivinkeliges Axenkreu0 
und wir erhalten, ganz den Festsetzungen des vorigen Paragraphen 
entsprechend, eine zugehörige Gruppe von 2n = 4 Drehungen. Treffen 
wir unter Zugrundelegung dieses Axenkreuzes eine gewöhnliche Co- 
ordinatenbestimmung, so wird der Punkt Xj y, durch diese Drehungen 
in die weiteren Punkte: 

^; — y; — ^; 

— ^; y, — ^; 

— x,—y, z 
verwandelt. 

OflFenbar umfasst unsere neue Gruppe von der Identität abgesehen 
nur Operationen von der Periode 2, und es ist zuföllig, dass wir eine 
dieser Operationen an die Hauptaxe der Figur, die beiden anderen an 
die Nebenaxe geknüpft haben. Dementsprechend will ich die Gruppe 
mit einem besonderen Namen belegen, der nicht mehr an die Dieder- 
configuration erinnert, und sie als Vwrergrwj^e benennen. 

Die Vierergruppe hat die ausgezeichnete Eigenschaft, die man 
sofort beweist, dass alle ihre Operationen vertauschbar sind*). Dem- 
entsprechend erscheint jede Operation als nur mit sich selber gleich- 
berechtigt**). Die Zerlegung der Vierergruppe werden wir in der 
Weise bewerkstelligen, dass wir zunächst zu einer beliebigen Unter- 
gruppe von 2 Rotationen hinabsteigen, bei denen eine der drei Axen 
festbleibt, und dann von dieser zur Identität. 



linearen Transformationen in sich das Wort „ continuirliche Gruppe" in einem 
anderen Sinne gebraucht. Er bezeichnet als solche jede Gruppe von unendlich 
vielen, ob auch discreten Operationen, bei welcher unendlich kleine Transforma- 
tionen auftreten. Die hierin liegende Modification des Sprachgebrauchs scheint 
mir indessen nicht zweckmässig. 

*) Man zeigt leicht, dass zwei Drehungen nur dann vertauschbar sind, wenn 
entweder (wie bei der Vierergruppe) sich ihre Axen rechtwinkelig kreuzen und 
jede die Periode 2 hat, oder wenn (wie bei der cyclischen Gruppe) ihre Axen zu- 
sammenfallen. 

**) Dem widerspricht nicht, wenn innerhalb der sogleich zu studirenden wni- 
fassenderen Gruppen die 3 Drehungen von der Periode 2, welche die Vierergruppe 
enthält, als gleichberechtigt erscheinen. 
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§ 6. Die Gruppe der Tetraederdrehungen. 

Wir bemerkten schon oben, dass bei allen Drehungen, welche 
ein reguläres Tetraeder mit sich zur Deckung bringen, auch dessen 
Gegentetraeder in sich selbst verwandelt wird. Durch ihre acht Ecken 
bestimmen diese Tetraeder zusammengenommen einen Würfel. Indem 
wir sodann diejenigen 6 Kugelpunkte markiren, welche den Mittel- 
punkten der Seitenflächen dieses Würfels entsprechen, erhalten wir 
die 6 Ecken eines regulären Oktaeders. Man erkennt hieraus bereits 
die enge Beziehung, in welcher die Gruppe der Tetraederdrehungen 
zu der sogleich zu studirenden Oktaedergruppe steht. Wir wollen 
unsere Figur ^och vervollständigen, indem wir das rechtwinkelige 
Axenkreuz der Oktaederdiagonalen und ebenso die 4 (durch den 
Mittelpunkt der Kugel laufenden) Würfeldiagonalen hinzufügen. 

Indem wir jetzt die in § 4 entwickelten Principien zur Anwendung 
bringen, finden wir zunächst, dass die Tetraedergriippe 12 Drehungen 
umfasst. In der That: es gibt 4 gleichberechtigte Tetraedereck- 
punkte, und jeder dieser Eckpunkte bleibt bei 3 Drehungen ungeändert: 
bei der identischen Drehung und bei 2 Drehungen von der Periode 3, 
deren Axe die durch den Tetraedereckpunkt hindurchlaufende Würfel- 
diagonale ist. 

Wir haben mit dem Gesagten zugleich die Einsicht gewonnen, 
dass 8 von unseren 12 Drehungen die Periode 3 besitzen. Von ihnen 
sind (wiederum auf Grund der in § 4 dargelegten Principien) je 4 
gleichberechtigt, nämlich jedesmal diejenigen 4, welche um den bei 

^ 

ihnen festbleibenden Eckpunkt des gegebenen Tetraeders in gleichem 
Sinne durch —^ (oder durch -ö-) ^u drehen scheinen. Zu diesen 

8 Drehungen und der Identität treten dann noch 3 gleichberechtigte 
Drehungen von der Periode 2. Es sind die Umklappungen um die 3 
zu einander rechtwinkeligen Oktaederdiagonalen, welch' letztere jetzt 
unter einander als gleichbei:echtigt erscheinen, weil sie bei jeder 
Drehung von der Periode 3 unter einander permutirt werden. Mit der 
Identität zusammen bilden die 3 in Rede stehenden Drehungen offen- 
bar eine Vierergruppe. 

Wir schliessen sofort, dass die hiermit gewonnene Vierergruppe inner- 
halb der Tetraedergruppe ausgezeichnet ist. Denn die 3 unter sich 
gleichberechtigten Oktaederdiagonalen bleiben alle bei den Drehungen 
der Vierergruppe, und nur bei ihnen, ungeändert. Wir können also 
die Tetraedergruppe in der Art zerlegen, dass wir zunächst zur Vierer- 
gruppe hinabsteigen und dann diese im Sinne des vorigen Paragraphen 
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weiter behandeln. Ich unterlasse es, zu beweisen, dass eine andere 
Zerlegung der Tetraedergruppe nicht möglich ist, und dass überhaupt 
ausser der Vierergruppe innerhalb der Tetraedergrappe keine anderen 
Untergruppen vorhanden sind, als die einfachen cyclischen Gruppen, 
die durch Wiederholung einer einzelnen Drehung erwachsen*). 

Betrachten wir noch die Art und Weise, Wie sich, bei den Te- 
traederdrehungen, die 4 Wiirfeldiagonalen (die wir kurz als 1, 2, 3, 4 
benennen wollen) permutiren. Zunächst haben wir den evidenten Satz, 
dass bei keiner Tetraederdrehung (von der Identität abgesehen) die 
4 Würfeldiagonalen sämmtlich ungeändert bleiben. Es giebt also auch 
keine 2 Tetraederdrehungen, welche dieselbe Permutation der 4 Würfel- 
diagonalen erzeugten. Daher ist die Gruppe der Tetraederdrehungen mit 
der Gruppe der zugehörigen Vertauschungen der Würfeldiagonalen holo- 
edrisch isomorph*^). Insbesondere sehen wir, dass den Drehungen der 
ausgezeichneten Vierergruppe die folgenden Anordnungen der 4 Diago- 
nalen entsprechen: 
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Zu ihnen treten, wenn wir zu den übrigen Tetraederdrehungen schreiten, 
noch solche 8 hinzu, die sich jedesmal durch cyclische Vertausch ung 
von 3 der 4 Diagonalen ergeben. Wir haben damit, wie wir sehen, 
genau diejenigen 12 Vertauschimgen der 4 Diagonalen erzielt, welche 
man als die geraden Vertauschungen zu bezeichnen pflegt. 

§ 7. Die Ghrappe der Oktaederdrehnngen. 

Bei der Gruppe der Oktaederdrehungen haben wir, wie bereits 
angedeutet, im Wesentlichen dieselbe Configuration zu Grunde zu legen, 
wie beim Tetraeder. Wir wollen nur noch (auf unserer Kugelj die 
12 Punkte markiren, die den Kantenhalbirungspunkten des Oktaeders 

*) Theoretisch zn reden erzengt man alle Untergruppen einer gegebenen 
Gruppe, indem man zunächst die im Texte genannten cycHschen Gruppen alle 
bildet und nun von diesen der Reihe nach je zwei, je drei etc. mit einander 
combinirt. In jedem einzelnen Falle kann ein solches Verfahren natürlich durch 
zweckmässige Ueberlegungen bedeutend abgekürzt werden. 

"**) Man vergleiche hiermit das Verhalten der 3 Oktaederdiagonalen. Die- 
selben werden, weil sie bei den Operationen der Vierergruppe ungeändert bleiben, 
bei den 12 Tetraederdrehungen nur auf 3 Weisen, nämlich cyclisch, vertauscht. 
Mit der von diesen Vertauschungen gebildeten Gruppe ist dann die Tetraeder- 
gruppe meriedrisch isomorph. 
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entsprechen, und die 6 Durchmesser construiren, welche je 2 dieser 
Punkte enthalten. Diese 6 Durchmesser nennen wir die Querlinien 
der Figur. 

Natürlich enthält die Oktaedergruppe die 12 Drehungen der Te- 
traedergruppe in sich; und zwar, wie wir vornherein sagen können, als 
ausgezeichnete Untergruppe. Denn die 8 Ecken des Würfels lassen 
sich nur auf eine Weise auf Tetraeder und Gegentetraeder vertheilen, 
und letztere bleiben gemeinsam bei den 12 in Rede stehenden Drehungen 
ungeändert. Hierüber hinatis treten dann noch 12 weitere Drehungen 
hinzu ^ welche Tetraeder und Gegentetraeder mit einander vertauschen, so 
dass die OJctaedergru^ppe im Ganzen 24 Drehungen umfasst Es sind dies 
erstens 6, unter sich gleichberechtigte, Drehungen durch % um die 

6 Querlinien der Figur, dann 6 Drehungen durch + — (also von 

der Periode 4) um die 3 Oktaederdiagonalen. Auch letztere Drehungen 
erweisen sich als unter einander gleichberechtigt. Denn die 4 Drehungen, 
bei denen nunmehr die einzelne Oktaederdiagonale fest bleibt, partici- 
piren jetzt als ausgezeichnete Untergruppe je an einer Diedergruppe 
von 8 Drehungen. Ebenso sind jetzt die beiden Drehungen von der 
Periode 3 um die einzelne Würfeldiagonale, und also überhaupt alle 
Drehungen von der Periode 3 gleichberechtigt. Denn jede Würfel- 
diagonale ist Hauptaxe einer Diedergruppe von 6 Drehungen geworden. 
Die Drehungen von der Periode 2 dagegen sondern sich in zwei scharf 
geschiedene Kategorien, je nachdem bei ihnen eine Oktaederdiagonale 
oder eine Querlinie festbleibt. Die Zerlegung der Oktaedergruppe ge- 
stalten wir natürlich in der Weise, dass wir zunächst zur Tetraeder- 
gruppe hinabsteigen, dann weiter zur Vierergruppe etc. etc. Eine 
andere Art der Zerlegung giebt es nicht, wie wir denn auch vor- 
stehend alle in der Oktaedergruppe enthaltenen Untergruppen auf- 
geführt haben. 

Wir constatiren endlich, dass sich die Würfeldiagonalen 1, 2, 3, 4 
bei den 24 Drehungen der Oktaedergruppe auf 24 Weisen permutiren. 
Die Ohtaedergruppe ist also mit der Gesammtheit der Vertauschungen von 
4 Elementen holoedrisch isomorph. 

§ 8. Die Gruppe der Ikosaederdrehiuigen. 

Die Gruppe des Ikosaeders, zu der wir uns jetzt wenden, ist für 
uns unter den anderen zumal auch deshalb die interessanteste, weil sie, 
wie wir zeigen werden, im Gegensatze zu den Gruppen des Dieders, 
Tetraeders und Oktaeders, einfach ist. Sie theilt diese Eigenschaft mit 
denjenigen cyclischen Rotationsgruppen, deren Grad eine Primzahl ist. 
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Behufs Untersuchung der Ikosaedergruppe denken wir uns auf 
unserer Kugelfiäche zu den 12 Ikosaedereckpunkten, wie wir schon 
sagten, die 20 Eckpunkte des zugehörigen Pentagondodekaeders (die 
den Mittelpunkten der Seitenflächen des Ikosaeders entsprechen) hinzu- 
construirt, übrigens aber auch die 30 Punkte, welche, auf der Kugel, 
den Kantenhalbirungspunkten des Ikosaeders correspondiren. Die 12 
Ikosaedereckpunkte vertheilen sich paarweise auf 6 Durchmesser, welche 
wir kurz als Diagonalen des Ikosaeders bezeichnen wollen. Ebenso 
reden wir, den 20 Eckpunkten des Pentagondodekaeders entsprechend, 
von 10 Diagonalen des Pentagondodekaeders und endlich von 15, die 
Kantenhalbirungspunkte zu je zwei enthaltenden Querlinien. 

Wir überzeugen uns zunächst, dass die Gesammtmhl der Ikosaeder- 
drehungen 60 beträgt In der That bleibt jeder der 12, offenbar unter 
sich gleifehberechtigten, Ikosaedereckpunkte im Ganzen bei 5 Drehungen 
ungeändert. Wir haben damit zugleich (indem wir die identische 
Drehung natürlich jeweils bei Seite lassen), jeder der 6 Ikosaeder- 
diagonalen entsprechend, 4 Drehungen von der Periode 5, überhaupt 
also 24 derartige Drehungen. In demselben Sinne liefern die 10 Dia- 
gonalen des Petagondodekaeders 10 • 2 == 20 Drehungen von der Periode 3 
und die 15 Querlinien 15 Drehungen von der Periode 2, womit, wenn 
wir noch die Identität zuzählen, die Gesammtheit der 60 Drehungen 

erschöpft ist: 

24 + 20 + 15 + 1 = 60. 

Von den hiermit aufgezählten Drehungen erweisen sich die 15 der 
Periode 2, und ebenso die 20 von der Periode 3, beziehungsweise als 
gleichberechtigt; denn die 15 Querlinien und die 10 Diagonalen des 
Pentagondodekaeders sind es, und, ob wir um eine dieser Diagonalen 

durch — r— oder -r- drehen, kommt insofern für die Gesammtgruppe 

auf dasselbe hinaus, als ihre beiden Endpunkte* wiederum gleich- 
berechtigt sind. Auf Grund derselben üeberlegungen trennen sich die 
Drehungen von der Periode 5 in zwei Kategorien von je 12 gleich- 
berechtigten. Die erste Kategorie umfasst alle Rotationen, welche um 

eine der Ikosaederdiagonalen durch einen Winkel gleich + "Y" drehen, 

die andere diejenigen, deren Drehwinkel + —r- beträgt. 

Mit diesen Angaben haben wir zugleich die cyclischen Untergruppen 
bestimmt, die in der Ikosaedergruppe enthalten sind. Es giebt, wie 
man sieht, 15 derartige Gruppen n = 2, 10 Gruppen w = 3, 6 Gruppen 
n = 6] cyclische Gruppen desselben n sind immer gleichberechtigt. 

Diese Angaben genügen bereits, um die Einfachheit der Ikosaeder- 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 2 . 
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gruppe zu beweisen. Gäbe es nämlich eine ausgezeichnete Untergruppe, 
so müsste diese von den cyclischen Gruppen n = 2 (weil diese gleich- 
berechtigt sind) entweder alle oder keine enthalten, ebenso von den 
cyclischen Gruppen w = 3 oder w = 5 alle oder Iceine. Aber die 
Gruppen w = 2, 3, 5 bringen beziehungsweise 15, 20, 24 von der 
Identität verschiedene Operationen mit sich. Bezeichnen wir also mit 
Vy v\ v" ^^®^ Zahlen, welche oder 1 bedeuten können, so wird die 
Anzahl der Operationen innerhalb der vorausgesetzten ausgezeichneten 
Untergruppe 

1 + 15 • 1? + 20 . 1?' + 24 . 7?" 

betragen. Nun muss aber diese Zahl, wie wir früher bemerkten, ein 
Theiler des Grades der Gesammtgruppe, also von 60 sein. Dies giebt 
nothwendig entweder: 

^ = '»? = ^ =0, 
wodurch unsere Untergruppe mit der Identität zusammenfällt, oder: 

was heisst, dass die Untergruppe von der Gesammtgruppe nicht ver- 
schieden ist. Die Ikosaedergruppe ist also in der That einfach, w. z. b. w. 

Nach den cyclischen Untergruppen finden wir beim Ikosaeder, wie 
ein Blick auf das Modell lehrt, an weiteren Untergruppen zunächst 
6 gleichberechtigte Diedergruppen n = 5 und 10 gleichberechtigte Dieder- 
gruppen n = 3. Erstere haben die Diagonalen des Ikosaeders, letztere 
die des Pentagondodekaeders zu Hauptaxen; die 'zugehörigen Neben- 
axen finden sich jeweils unter den 15 Querlinien. Man könnte glauben, 
dass sich in ähnlicher Weise den 15 Querlinien entsprechend 15 Dieder- 
gruppen, deren n=2, d. h. Vierergruppen ergeben würden. Hier kommt 
jedoch der Umstand zur Geltung, dass bei der Vierergruppe die Hauptaxe 
mit den beiden Nebenaxen gleichwerthig ist. Dem entprechend erhalten 
mr nur 5, unter 'sich gleichberechtigte Vierergruppen, Dieselben cor- 
respondiren einzeln den 5 rechtwinkeligen Tripeln, auf welche man 
die 15 Querlinien vertheilen kann. 

Mit diesen Vierergruppen haben wir diejenige Eigenschaft des 
Ikosaeders getroffen, die uns in der Folge am allermeisten interessiren 
wird. Da sich, wie gesagt, aus den 15 Querlinien nur 5 rechtwinkelige 
Tripel bilden lassen, so muss jedes dieser Tripel nicht nur bei den 
Drehungen der zugehörigen Vierergruppe, sondern im Ganzen bei 12 
Ikosaederdrehungen ungeändert bleiben. Es zeigt sich, dass diese 
Drehungen je eine Tetraedergruppe bilden. In der That, die 8 Ecken 
des Würfels, der zu dem einzelnen von uns in Betracht zu ziehenden 
rechtwinkeligen Tripel gehört, finden sich allemal unter den 20 Ecken 
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des Pentagondodekaeders*). Es finden sich also innerhalb der Iko- 
saedergruppe eo ipso jene 8 Rotationen von der Periode 3 vor, welche, 
zusammen mit den Drehungen der zu Grunde liegenden Vierergruppe, 
eine Tetraedergruppe ausmachen. — Noch wollen wir ausdrücklich 
constatiren, dass die 5 so gefundenen Tetraedergruppen gleich- 
berechtigt sind. 

Indem wir wieder den Beweis übergehen, dass es ausser den auf- 
gezählten keine weiteren Untergruppen der Ikosaedergruppe giebt, 
gedenken wir nur noch des Isomorphismus, der sich für die Ikosaeder- 
gruppe aus der Existenz der besprochenen 5 rechtwinkeligen Tripel 
ergiebt. Es zeigt sich, dass bei jeder Drehung von der Periode 5 diese 
Tripel je in bestimmter Reihenfolge cyclisch vertauscht werden. Bei 
jeder Drehung von der Periode 3 dagegen bleiben 2 der Tripel un- 
geändert, und nur die anderen 3 vertauschen sich im Cyclus. Endlich 
ergiebt sich, dass bei jeder Drehung von der Periode 2 eins der Tripel 
ungeändert bleibt, während die anderen 4 sich paarweise vertauschen. 
Auf solche Art erweist sich die Gruppe der 60 IJcosaederdrehungen mit 
der Gruppe der 60 geraden Vertauschungen von 5 Dingen holoedrisch 
isomorph. 

Wir hätten natürlich, hier wie in den früheren Fällen, den jedes- 
maligen Isomorphismus unserer Gruppen mit gewissen Gruppen von 
Buchstabenvertauschungen voranstellen und dann die Resultate, welche 
man betreffs letzterer Gruppen in deu Lehrbüchern findet, auf erstere 
übertragen können. Nun wir unsere Gruppen direct, d. h. an den 
Figuren selbst, untersucht haben, wird es eine nützliche üebung sein, 
die von uns gewonnenen Ergebnisse mit den für die isomorphen Gruppen 
bekannten Eigenschaften zu vergleichen. 

§ 9. Ueber die Symmetrieebenen unserep Confllgarationen. 

Für den weiteren Fortgang unserer Entwicklungen ist es nützlich, 
die jedesmaligen Symm^trieehenen unserer Configurationen zu construiren, 
d. h. diejenigen Ebenen, hinsichtlich deren die Configuration ihr eigenes 
Spiegelbild ist, und dann die Kugeltheilung in Betracht zu ziehen, welche 
durch diese Ebenen vermittelt wird. 

Beim Bieder können wir ausser der Aequatorebene noch n weitere 
Symmetrieebenen construiren, nämlich diejenigen Ebenen, welche ausser 
der Hauptaxe noch je eine Nebenaxe enthalten. Durch diese (w -|- 1) 



*) Man sieht gelegentlich (in älteren Sammlungen) Modelle von 5 Würfeln, 
die sich derart durchdringen, dass ihre 5 • 8 = 40 Ecken paarweise zusammen- 
fallen und die 20 Ecken eines Pentagondodekaeders vorstellen. 

2* 
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Ebenen wird die Kugel in 4w congruente, gleichschenkelige Dreiecke 

zerlegt , welche 2 Winkel = — und einen Winkel = — haben. 

Von solchen Dreiecken stossen in jedem Diedereckpunkte, wie in jedem 
Kantenhalbirungspunkte 4, in jedem der beiden Pole 2w unter resp. 
gleichen Winkeln zusammen. 

Beim regulären Tetraeder existiren 6 Symmetrieebenen, nämlich 
diejenigen Ebenen, welche, durch eine Kante des Tetraeders hindurch- 
laufend, auf der gegenüberstehenden Kante senkrecht sind. Man denke 
sich einen Augenblick das eigentliche Tetraeder, von 4 Ebenen begrenzt, 
im Räume gelegen. Offenbar wird jedes der 4 in diesen Ebenen ge- 
legenen gleichseitigen Dreiecke durch 3 der Symmetrieebenen ver- 
möge seiner 3 Höhen in 6 abwechselnd congruente und symme- 
trische Dreiecke zerlegt, üebertragen wir jetzt diese Eintheilung durch 
Centralprojection auf die Kugel, so haben wir auf dieser 24 ab- 
wechselnd congruente und symmetrische Dreiecke, deren jedes die 

Winkel -ö-^ T' 2" ^^f^^^^^; ^^^ welche in den Ecken des ursprüng- 
lichen Tetraeders, wie auch in den Ecken des Gegentetraeders zu je 6, 
in den Ecken des zugehörigen Oktaeders zu je 4 unter resp. gleichen 
Winkeln zusammenstossen. 

Beim regulären Oktaeder treten den Symmetrieebenen des Tetrae- 
ders, die als solche erhalten bleiben, noch 3 weitere hinzu: diejenigen 
Ebenen, welche von den 3 OWaederdiagonalen 2 enthalten. Durch 
die 80 gewonnenen 9 Ebenen wird dann die aus 8 gleichseitigen Drei- 
ecken bestehende Oberfläche des Oktaeders (d^ wir uns einen Augen- 
blick auch als eigentlichen Körper frei im Räume gelegen denken 
wollen) ganz ähnlich zerlegt, wie soeben die Oberfläche des Tetraeders. 
Indem wir durch Centralprojection zur Kugelfläche übergehen, erhalten 
wir auf dieser 48 abwechselnd congruente und symmetrische Dreiecke 

mit den Winkeln — , — , -^j welche zu je 6 in den Ecken des zu- 
gehörigen Würfels, zu je 8 in den Ecken des Oktaeders, zu je 4 in 
den Endpunkten der Querlinien (den Kantenhalbirungspunkten des 
Oktaeders) zusammenstossen. Es ist dies diejenige Kugeltheilung, welche 
in der Krystallographie beim sogenannten Acht und vierzigflächner wohl- 
bekannt ist. 

Beim Ikosaeder endlich haben wir als Symmetrieebenen diejenigen 
15 Ebenen, welche 2 der 6 Ikosaederdiagonalen enthalten. Dieselben 
zerlegen die 20 gleichseitigen Dreiecke, welche in den Begrenzungs- 
flächen des körperlich gedachten Ikosaeders gelegen sind, genau in der 
nun schon wiederholt betrachteten Weise. Wir erhalten also auf der 
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Kugel 120 abwechselnd congruente und symmetrische Dreiecke, deren 

0mf 0m^ 0mf 

Winkel -ö"; Y' "ä" ^®^^^g®^; ^°^ ^^® ^^ ^®° Ecken des Pentagondo- 
dekaeders zu je 6, in den Ecken des Ikosaeders zu je 10 und in den 
Endpunkten der Querlinien zu je 4 zusammenstossen. 

Man wolle die Aehnlichkeit der viererlei so erhaltenen Resultate 
beachten. Allemal handelt es sich um eine Zerlegung der Kugel in 
abwechselnd congruente wnd symmetrische Dreiecke*), welche zu je 2v 
in denjenigen Punkten der Kugeloberfläche zusammenstossen, die bei 
einer cyclischen Untergruppe von v Drehungen fest bleiben. Der Zahlen v 
gibt es, den Ecken des einzelnen Dreiecks entsprechend, in jedem Falle 
dreierlei. Sie erscheinen, nach ihrer Grösse geordnet, in folgender 
Tabelle zusammengefasst, welche man bei den späteren Entwicklungen 
vor Augen halten möge: 
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Zugleich beachte man, dass die Anzahl der Dreiecke in jedem Falle 
doppelt so gross ist als der Grad der zugehörigen Rotationsgruppe 
(den wir in der Folge N nennen werden); sie beträgt in den vier 
Fällen resp. 4w, 24, 48, 120. 

Wir vervollständigen diese Entwicklungen noch dadurch, dass wir 
auch bei den cyclischen Gruppen gewisse Ebenen construiren, welche 
wir ihre Symmetrieebenen nennen. Es sollen dies einfach solche n 
durch die zugehörigen Pole hindurchlaufende Ebenen sein, die durch 
die Drehungen der Gruppe auseinander hervorgehen. Diese Ebenen zer- 
legen die Kugel in 2w congruente (oder, wenn man lieber will, ab- 
wechselnd congruente und symmetrische) ZweiecJce von der Winkel- 

öfl&iung — , deren jedes sich von dem einen Pole zum anderen hinzieht. 

§ 10. Allgemeine Fnnktgrnppen, Fnndamentalbereiohe. 

Wir verwenden nunmehr die Kugeltheilungen, die wir gerade ge- 
wonnen haben, zum näheren Studium unserer Operationsgruppen. Wir 

*) Wenn wir oben beim Dieder zunächst nnr von congruenten Dreiecken 
sprachen, so ist dies kein Widersprach, denn wir können auch bei ihm die Drei- 
ecke als abwechselnd congrnent und symmetrisch bezeichnen, insofern es sich ja 
um gleichschenkelige Dreiecke handelt. 
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betrachten zunächst die Punktgruppen, welche entstehen, wenn wir einen 
beliebigen Kugelpunkt den -N^ Drehungen unserer Gruppen unterwerfen, 
und die wir die ziir Operationsgruppe gehörigen Punktaggregate (oder 
Punktgruppen) nennen wollen. Dabei wollen wir, um zugleich eine 
bessere Vorstellung und eine bequemere Bezeichnung zu haben, die 
auf der Kugel abgegrenzten Gebiete abwechselnd schraffirt und nicht 
schraffirt denken. Von vornherein ist ersichtlich, dass hei den Drehungen 
der einzelnen Gruppe jedes sehraffirte Gebiet einmal und nur einmal in 
jedes andere sehraffirte Gebiet übergeführt wird, und ebenso jedes nicht 
sehraffirte Gebiet einmal und nur einmal in jedes nicht sehraffirte Gebiet 
In der That stimmt die Zahl N der Drehungen, wie schon bemerkt, 
allemal mit der halben Anzahl sämmtlicher Gebiete überein. — Ist 
jetzt irgend ein Kugelpunkt gegeben (der einem schraffirten oder einem 
nicht schraffirten Gebiete angehören mag), so können wir, dank unserer 
Gebietseintheilung, ohne weiteres die {N — 1) neuen Lagen angeben, 
die er vermöge der {N — 1) von der Identität verschiedenen Drehungen 
unserer Gruppe annimmt; es sind einfach diejenigen (.A^ — 1) Punkte 
zu markiren, die innerhalb der übrigen (.A^ — 1) schraffirten oder nicht 
schraffirten Gebiete genau so liegen, wie der anfängliche Punkt in 
dem ursprünglichen Gebiete. Im Allgemeinen sind die N Punkte der 
so entstehenden Punktgruppe alle verschieden; sie fallen nur dann zum 
Theil zusammen, wenn der anfängliche Punkt in eine Ecke des ihn 
umschliessenden Gebietes hineinrückt. Stossen in dieser Ecke im Ganzen 
V sehraffirte (und natürlich ebenso viele nicht sehraffirte) Gebiete zu- 
sammen, so wird der Punkt bei v Drehungen der Gruppe ungeändert 

N 
bleiben und im Ganzen nur — verschiedene Lagen annehmen. Die 

solchergestalt entstehenden besonderen Punktgruppen sind keine anderen, 
als diejenigen, die wir in den vorangehenden Paragraphen bei Unter- 
suchung der einzelnen Gruppen ohnehin in Betracht gezogen haben*). 
An die hiermit construirten Punktgruppen knüpft sich eine Be- 
griffsbildung, welche uns später nützlich wird. Wir bezeichnen als 
Fundamentalbereich einer Gruppe von Punkttransformationen allgemein 
einen solchen Baumtheil, der von jeder zugehörigen Punktgruppe einen und 
nur einen Punkt enthält"**). Die Randpunkte eines solchen Bereiches 



*) Wegen der allgemeinen im Texte besprochenen Punktgruppen vergl. das 
bereits genannte Werk von Hess, wo selbige für Zwecke der Polyedertheorie ver- 
wendet werden. 

**) Vergl. wegen anderweitiger Verwendungen dieses bei allen Anwendungen 
der Gruppentheorie auf Geometrie wesentlichen Begriffes meine „Neuen Beiträge 
zur Riemann'schen Functionentheorie" im XXI. Bande der Math. Annalen (1882). 
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sind natürlich vermöge der Transformationen der Gruppe paarweise 
zusammengeordnet und können demselben nur zur Hälfte zugerechnet 
werden. — Ich sage nun, dass wir hei unseren Gruppen als Fundamental- 
hereich jedesmal die Zusammenstellung eines schraffirten und eines an- 
grenzenden nicht schraffirten Gebietes hetrachten dürfen. In der That, 
wenn wir einen Punkt einmal über einen so definirten Bereich hin- 
wandem lassen, so überdecken die zugehörigen Punktgruppen gerade 
einmal die gesammte Kugelfläche. 

§ 11. Die erweiterten Gruppen. 

Anknüpfend an die Andeutungen des § 1 erweitern wir jetzt die 
bisher von uns betrachteten Gruppen, indem wir mit den Drehungen 
derselben die Spiegelungen an den Symmetrieebenen der jedesmaligen Con- 
figuration verbinden. 

Auch hier wieder wird uns die Kugeltheilung des § 10 von Vor- 
theil. In der That erkennt man unmittelbar, dass das einzelne damals 
unterschiedene j schraffirte ocLer nicht schraffirte, Gebiet Fundamentalbereich 
der erweiterten Gruppe ist, und da^ss also die erweiterte Gruppe genau 
2N Operationen umfasst Was den Beweis dieser Behauptung angeht, 
so beachte man erstens, dass eine Combination der bisher betrachteten 
Drehungen mit der Spiegelung an einer einzigen Symmetrieebene ge- 
nügt, um aus jedem unserer schraffirten Gebiete jedes nicht schraffirte 
Gebiet zu machen. Andererseits überlege man, dass eine Umformung 
der Kugel, von der bekannt ist, dass sie eine Drehung ist, oder dass 
sie aus Verbindung einer Drehung mit einer Spiegelung erwächst, voll- 
ständig bestimmt ist, sowie wir wissen, dass sie eines unserer Gebiete 
in ein bestimmtes anderes überführt. 

Die so gewonnenen Fundamentalbereiche haben im Gegensatze zu 
den im vorigen Paragraphen betrachteten das Besondere, in keiner 
Weise mehr willkürlich zu sein. In der That sind ihre Randpunkte 
von vornherein dadurch definirt, dass jeder bei einer bestimmten Ope- 
ration der erweiterten Gruppe, nämlich bei Spiegelung an einer Sym- 
metrieebene, ungeändert bleibt. Wir können die erweiterte Gruppe 
erzeugen, indem wir die anfängliche Rotationsgruppe mit der Spiege- 
lung gerade an derjenigen Symmetrieebene verbinden, in welcher der 
eben betrachtete Randpunkt enthalten ist. Daher sind die besonderen 
Gruppen von nur N Punkten, welche bei Anwendung der erweiterten Gruppe 
aus den Randpunkten der Fundamentalbereiche erwachsen, zugleich allge- 
meine Punktgruppen im Sinne des vorigen Paragraphen, Dabei sind 
sie unter letzteren Punktgruppen die einzigen ^ die zugleich bei den 
Operationen der erweiterten Gruppe ungeändert bleiben. Natürlich 
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finden sich unter ihnen, entsprechend den Ecken der Fundamental- 
bereiche, des Weiteren die speci eilen soeben genannten Punktgruppen 

N 
von — Punkten wieder. 

V 

Wir würden jetzt unsere neuen, die erweiterten Gruppen, in dem- 
selben Sinne gruppentheoretisch untersuchen können, wie wir dies in 
den vorhergehenden Paragraphen bei den ursprünglichen Gruppen aus- 
geführt haben. Ich möchte eine solche Discussion dem Leser als eine 
geeignete Uebungsaufgabe empfehlen und beschränke mich hier in dieser 
Richtung nur auf folgende Angabe: Selbstverständlich ist innerhalb 
der erweiterten Gruppe die ursprüngliche Gruppe jedesmal ausgezeichnet 
enthalten. Aber ausserdem enthalten die erweiterte Oktaeder- und Iko- 
saedergruppe, sowie die erweiterte Diedergruppe bei geradem n eine 
ausgezeichnete Untergruppe von nur 2 Operationen. Dieselbe er- 
wächst durch zweimalige Anwendung derjenigen Transformation, welche 
jeden Kugelpunkt durch den diametral gegenüberliegenden ersetzt*). 

§ 12. Erzeugung der Ikosaedergruppe. 

Bei unseren bisherigen Gruppenbetrachtungen dachten wir uns die 
einzelnen Gruppen fertig gegeben und suchten gleichmässigen üeber- 
blick über ihre verschiedenen Operationen und deren gegenseitige 
Stellung zu gewinnen. In der Folge wird aber ein mehr einseitiges 
Verfahren von praktischer Bedeutung werden. Es wird sich darum 
handeln, die Gruppen durch geeignete erzeugende Operationen einzuführen, 
d. h. Operationen anzugeben, aus denen durch Wiederholung und Com- 
bination die jedesmalige Gruppe entsteht. 

. Wir behandein in diesem Sinne vorao die Gruppe der Ikosaeder- 
drehungen, indem wir dabei noch einmal die Gebietsein theilung des 
§ 9, bez. die Fundamentalbereiche des § 10 verwerthen. Das Princip, 
welches wir dabei zu Grunde legen, haben wir implicite bereits im 
vorhergehenden Paragraphen verwandt. Da jeder Fundamentalbereich 
einer Gruppe aus jedem anderen nur je durch eine Operation der Gruppe 
gewonnen wird, so können wir die verschiedenen Fundamentalbereiche 
durch die Operationen benennen, vermöge deren sie aus einem beliebigen 



*) Als besonders merkwürdig will ich noch anführen, dass die aus 48 Opera- 
tionen bestehende erweiterte Oktaedergruppe dreierlei ausgezeichnete Untergruppen 
von 24 Operationen enthält. Es sind dies zunächst, wie selbstverständlich, die 
ursprüngliche Oktaedergruppe und die erweiterte Tetraedergruppe, dann aber die- 
jenige Gruppe, welche durch Verbindung der ursprünglichen Tetraedergruppe mit 
der gerade im Texte genannten Operation entsteht. Nur letztere Gruppe, nicht 
aber die „erweiterte" Tetraedergruppe, ist Untergruppe der „erweiterten" Iko- 
saedergruppe. 
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unter ihnen, den wir als Ant'angsbereich mit 1 bezeichnen, hervor- 
gehen. Indem wir diese Benennung durchführen, gewinnen wir damit 
von selbst eine Aufzählung aller Operationen der Gruppe*). 

Wir wollen uns, der bequemeren Ausdrucks weise halber, das 
Ikosaeder so gestellt denken, dass eine seiner Diagonalen vertical ver- 
läuft. Als ersten Fundamentalbereich wählen wir dann eines der 5 

gleichschenkeligen Dreiecke, die, mit den Winkeln — — , — , — aus- 

gestattet, auf der Kugel um den obersten Eckpunkt des Ikosaeders 
herum gruppirt sind: ein solches Dreieck ist ein Fundamentalbereich 
der Ikosaedergruppe, weil es aus zwei nebeneinander liegenden Drei- 
ecken der in § 9 gegebenen Kugeltheilung zusammengesetzt ist. Die 
5 in Rede stehenden gleichschenkc^ligeu Dreiecke bilden, wollen wir 
sagen, ein erstes Fünfeck des zum Ikosaeder gehörigen Pentagondo- 
dekaeders. Diejenige Dreiecksseite, welche zugleich Fünfecksseite ist, 
bezeichnen wir als die betr. Grundlinie. 

Jetzt benennen wir die in bestimmter Richtung durch einen Winkel 

= —=— erfolgende Drehung um die vertical gestellte Ikosaederdiagonale 

mit S. So werden die genannten 5 Fundamentalbereiche in ihrer natür- 
lichen Reihenfolge aus dem ersten derselben durch die Rotationen: 

1, S, S\ S', S' 

hervorgehen, wir werden die Bereiche also mit den Symbolen: 

Ä^ ^ = 0, 1, 2, 3, 4, 
be0eichnen. 

Wir nehmen nunmehr eine zweite Ikosaederdrehung, T, von der 
Periode 2 hinzu. Es soll dies die ümklappung um diejenige Quer- 
linie des Ikosaeders sein, deren einer Endpunkt der Halbirungspunkt 
der Grundlinie von 1 ist. Durch dieses T verwandeln sich unsere 
5 Bereiche S" in die Bereiche S^' T, welche zusammengenommen wieder 
ein Fünfeck unseres Pentagondodekaeders ausmachen, und zwar das- 
jenige, welches mit dem ersten soeben betrachteten Fünfecke die Grund- 
linie des ersten Fundamentalbereichs gemein hat. Indem wir nun wieder 
die Operationen S, S'^, S^, S^ in Anwendung bringen, erhalten wir 
aus dem neuen Fünfecke die übrigen 4 an das erste Fünfeck heran- 
reichenden. Daher sind die Fundamentalbereiche derjenigen 5 Fünfecke, 
welche das erste umgeben, durch 

Sf'TS^ ((i,v = 0, 1, 2, 3,4), 
vorgestellt 

*) Man vergleiche hier die bereits genannten „Gruppentheoretischen Studien'* 
von Hrn. Dyck im 20. Bande der Mathem. Annalen. Es wird dort das im Texte 
ausgesprochene Princip für allgemeine Zwecke der Gruppentheorie verwendet. 
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Es soll jetzt mit ü eine dritte Ikosaederdrehung^ ebenfalls von 
der Periode 2, bezeichnet sein, von der wir allerdings sehen werden, 
dass sie keine unabhängige Bedeutung besitzt, sieh vielmehr aus 
den beiden S, T zusammensetzt. Die Axe von TJ soll mit einer der 
horizontal verlaufenden Querlinien zusammenfallen, und zwar wollen wir, 
damit Alles bestimmt sei, insbesondere diejenige horizontale Querlinie 
wählen, welche senkrecht zur Axe von T steht. Offenbar verwandelt 
die so bestimmte Drehung TJ die bisher betrachteten 6 oberen Fünf- 
ecke des Pentagondodekaeders in die 6 noch fehlenden unteren Fünf- 
ecke desselben. Daher haben wir ohne Weiteres, dass die 80 noch 
fehlenden Fundanientalbereiche der Ikosaedergruppe durch folgende Be- 
nennungen gegeben sind: 

Sf'U, Sf'TS-U, (^, t/ = 0, 1, 2, 3, 4). 

Von den Fundamentalbereichen gehen wir nunmehr zu den Drehungen 
zurück. Dann haben wir den Satz, dessen Ableitung bei unserer jetzigen 
Betrachtung der Zielpunkt war, dass nämlich die 60 Drehungen der 
Ikosaedergruppe durch folgendes Sclietna gegeben sind: 

Ä^, S^TS% S--U, S'-TS'Ü, (/i, v = 0, 1, 2, 3, 4). 

Hier bilden die Rotationen 

die zur verticalen Diagonale des Ikosaeders gehörige Diedergruppe 
n = 5j und die Drehungen: 

T, U, TU 

ergeben, mit der Identität zusammengenommen, eine der 5 beim 
Ikosaeder auftretenden Vierergruppen. 

Entwirft man sich, wie es zum vollen Verständnisse der hier ent- 
wickelten Sätze unerlässlich scheint, eine Figur, oder operirt man, 
was noch bequemer ist, mit einem Modelle des Ikosaeders, auf welchem 
man die verschiedenen Fundamentalbereiche abgrenzt und die zu- 
gehörigen Benennungen einträgt, so kann man natürlich sofort alle 
Operationen ablesen, welche irgend eine Untergruppe der Ikosaeder- 
gruppe ausmachen. Man hat nur diejenigen Fundamentalbereiche zu 
markiren, welche aus dem Bereiche 1 durch die Operationen der Unter- 
gruppe hervorgehen*). 



*) Z. B. finde ich für die Tetraedergruppe, welche die gerade angegebene 
Vierergruppe umfasst: 

1, T, STS^, S'TS, S^TS\ S^TS^, 

ü, TU, STS^Ü, S^TSÜ, S^TS^Ü, S*TS*U. 
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Es erübrigt noch, dass wir U, wie in Aussicht gestellt, durch 
eine Combination von S und T erzeugen. Wir unterwerfen zu dem 
Zwecke etwa den Fundamentalbereich S^TS^ der Operation T. So 
entsteht ein Fundamentalbereich S^TS^T, der einem der Fünfecke der 
unteren Hälfte angehört. Aber denselben Bereich haben wir bisher 
(wie ein Blick auf die Figur zeigt) TS'^^U genannt Daher ist: 

In dieser Gleichung betrachten wir ü als die Unbekannte. Wir lösen 
die Gleichung, indem wir auf beiden Seiten linker Hand zunächst mit 
T und dann mit S^ multipliciren, und dabei T^ = 1, S^ = l berück- 
sichtigen. Auf solche Weise kommt: 

und dies ist die von uns gewünschte Relation. 

§ 13. Erzeugung der anderen Botationsgruppen. 

Was die Erzeugung der anderen ßotationsgruppen angeht, so 
kann dieselbe ohne Weiteres mit denselben Mitteln erfolgen, die wir 
jetzt beim Ikosaeder in Anwendung brachten. Aber bei den ersten 
derselben, den cyclischen und den Di^der-Gruppen, liegt die Sache 
noch so einfach, dass wir keiner besonderen Methode bedürfen, und 
bei Tetraeder und Oktaeder ziehen wir in der Folge vor, eine Er- 
zeugung zu benutzen, die der früher angegebenen Zerlegung dieser 
Gruppen parallel läuft. Ich stelle die betreffenden Resultate, die leicht 
zu verificiren sind, hier ohne besondere Ableitung zusammen. 

Was zunächst die cyclischen Gruppen angeht, so werden deren 
Operationen selbstverständlich durch die Symbole: 

S^ (^ = 0, 1,2, •••, (n-l)), 

gegeben sein, wo S die Drehung durch den Winkel bedeutet. Wir 

erhalten die Gruppe der Dieders, wenn wir irgend eine ümklappung T 
um eine der Nebenaxen des Dieders hinzunehmen, und also den Opera- 
tionen S^ die anderen: 

Si^T, (^ = 0, 1, 2, ••••, («-!)), 

hinzufügen. Insbesondere stellen sich jetzt die Operationen der Vierer- 
gruppe (in üebereinstimmung mit der soeben gemachten Angabe) durch 
folgendes Schema dar: « 

1, 5, T, ST. 

Von der Vierergruppe steigen wir nunmehr zur Tetraedergruppe auf, in- 
dem wir irgend eine der zugehörigen Drehungen von der Periode 3, die 
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wir IJ nennen wollen, hinzunehmen. Die 12 Drehungen des Tetraeders 
werden dann durch folgende Tabelle gegeben: 

1, Ä, T, ST, 
U, SU, TU, STU, 
U\ SU\ TU% STU^. 

Endlich bekommen wir die 24 Drehungen der Oktaedergruppe, 
indem wir den 12 hiermit aufgezählten Drehungen noch die anderen 
12 hinzufügen: 

F, SV, TV, STV, 

UV, SUV, TUV, STUV, 

U^V, SU'V, TU^V, STU^V 

Hier bedeutet V irgend eine Oktaederdrehung, die nicht in der 
Tetraedergruppe enthalten ist, z. B. eine Drehung von der Periode 4 
um eine der Oktaederdiagonalen. 



Wir schliessen hiermit diese vorläufigen Betrachtungen. Ihre Auf- 
gabe war, an relativ elementaren geometrischen Gebilden die Begriffe 
der Gruppentheorie in solcher Form einzuführen, dass die gruppen- 
theoretische Ueberlegung und die geometrische Anschauung fortwährend 
ineinander greifen. 



Kapitel 11. 

Einführung von (x + iy). 

§ 1. Erster Ansatz und Uebersioht der Entwickeliingen 

dieses Kapitels. 

Das entscheidende Moment für den Fortgang unserer Gedanken- 
entwickelung ist jetzt dieses, dass wir dieselbe Kugel, welche wir 
vorhin den Gruppen von Drehungen etc. unterwarfen nnd auf der wir 
die zugehörigen Punktgruppen und Fundamentalbereiche studirten, 
nunmehr als Trägerin der Werthe einer complexen Variabelen is=(X'{'iy) 
betrachten. Diese von Riemann herrührende Vorstellungsweise, welche 
zuerst von Hm. C. Neumann in seinen „Vorlesungen über Riemann's Theorie 
der AbeFschen Integrale" ausführlich dargelegt wurde*), ist heutzutage 
bekannt genug, so dass ich unmittelbar von ihr Gebrauch machen 
kann; übrigens sind die im folgenden Paragraphen mitgetheilten Formeln 
an sich hinreichend, um in die Theorie einzuführen. 

Auf Grund der somit eingeführten Repräsentation erscheint das 
einzelne bisher von uns betrachtete Punktsystem durch eine algebraische 
Gleichung f{z) == definirt, wobei der Grad von f mit der Zahl der 
Punkte übereinstimmt, sofern nicht etwa einer dieser Punkte in z=(x> 
hineinrückt, was sich in bekannter Weise durch Erniedrigung des 
Grades um eine Einheit kund gibt. Wir fragen, welche Eigenschaften 
diese Gleichungen dem Umstände entsprechend besitzen, dass die durch 
sie repräsentirten Punktgruppen bei gewissen Drehungen der Kugel, 
oder auch bei gewissen Spiegelungen etc., in sich übergehen. 

In dieser Beziehung haben wir zunächst das fundamentale Theorem, 
welches ich sogleich eingehender begründen und präcisiren werde. 



*) Leipzig, 1865. — Man vgl. wegen der allgemeinen Auffassung Riemann's 
meine Schrift: lieber Biemann's Thewie der algebraischen Ftmctionen tmd ihrer 
Integrale (Leipzig, 1882), vgl. andererseits, was den Zusammenhang dieser Ein- 
führung von {x 4" iy) niit der projectiven Auffassung der Flächen zweiten Grades 
angeht, meine noch öfter zu nennende Arbeit „Ueber binäre Formen mit linearen 
Transformationen in sich selbst" im 9. Bande der Mathem. Annalen (1875), ins- 
besondere pag. 189 daselbst. 
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dass nämlich jede Drehung der {x -\- iy)- Kugel um ihren Mittelpunkt 
durch eine lineare Substitution von z: 

(1) ,' = ^f+i' 

repräsentirt wird. In der That sind das Zy welches wir auf der ur- 
sprünglichen Kugel, und das z', welches wir in genau derselben Weise 
auf der gedrehten Kugel mit seinen complexen Werthen ausgebreitet 
denken können, vermöge der Zusammengehörigkeit der beiderlei Kugel- 
punkte ausnahmslos ein-eindeutig j und überdies, da die Beziehung 
der beiden Kugeln eine conforme ist*), analytisch auf einander bezogen; 
sie hängen also auf Grund bekannter Sätze**) linear von einander ab. 
Genau so erkennt man, dass den Spiegelungen und sonstigen inversen 
Operationen (die aus der Zusammensetzung einer Spiegelung mit be- 
liebigen Drehungen erwachsen) Formeln der folgenden Art entsprechen: 



(2) / = 



ccz + ß 



yz + ö' 

wo z den conjugirt imaginären Werth (x — iy) von z bedeutet. Unsere 
Gleichungen f{z) = haben also die EigenscJmft, bei einer Gruppe linearer 
Substitutionen (1) oder auch ev. bei einer erweiterten Gruppe^ die neben 
Substitutionen (1) eine entsprechende Anzahl von Substitutionen (2) enthält^ 
ungeändert zu bleiben***). 

Ich muss nun gleich des analytischen Hülfsmittels gedenken, 
welches sich bei der Aufstellung der Gleichungen f(z) = und beim 
Studium ihrer wechselseitigen Beziehungen wie von selber aufdrängt, 
und das, vermöge seiner grösseren Vielseitigkeit, in mannigfachem 
Betracht über die bisherigen, geometrisch anschaulichen üeberlegungen 



*) Sie ist sogar eine congrtiente^ da ja die entsprechenden Punkte beider 
Kogeln durch Drehung mit einander zur Deckung gebracht werden können. 

**) Leider findet man die hier in Betracht kommenden Fundamentalsätze der 
Functionentheorie in den Lehrbüchern in der Form entwickelt, dass die conforme Ab- 
bildung, welche durch die Functionen vermittelt wird, immer nur beiläufig in Be- 
tracht gezogen ist; es ist also für unsere Zwecke jedesmal eine gewisse Umstellung 
und Combination der explicite gegebenen Beweise erforderlich, die aber dem Leser 
nicht schwer fallen kann, da es sich bei uns jedesmal nur um ganz elementare 
Verhältnisse handelt. 

***) Das Gleiche gilt natürlich von den Gleichungen F(z) = 0, welche zu- 
sammenfassend mehrere der im Texte betrachteten Punktgruppen repräsentiren. 
Man kann diese Gleichungen F{z) = als Verallgemeinerung der redproJcen 
Gleichungen der niederen Analysis betrachten, insofern letztere ja auch bei einer 
bestimmten Gruppe linearer Substitutionen, nämlich bei der einfachen Gruppe: 

z' = z, z' = — , ungeändert erhalten bleiben. 



(3) 
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• 

hinausführt. Es sind dies die honwgenen Variabelen. Indem wir durch 
;2?i : ^2 ersetzen, spaltet sich die Substitution (1) (und analog jede Sub- 
stitution (2)) in zwei getrennte Operationen: 

'^1' = a^i + ß^2y 

wo nun der absolute Werth der Stibstitutionsdeterminante (ad — ßy) 
von besonderer Wichtigkeit sein wird. Statt der Gleichungen f(is) = 

oder f(—-} 1 ) == werden wir dann, indem wir mit einer geeigneten 

Potenz von 02 multipliciren, die Form f{Ziy z^ zu betrachten haben. 
Diese Form hat immer (was ein erster Vortheil der homogenen Schreib- 
weise ist) denselben Grad, wie die zugehörige Punktgruppe, indem 
das Auftreten des Punktes z = 00 jetzt durch einen Factor Z2 ^^n f 
indicirt ist. Wir erkennen zugleich, dass mit dem üebergange zur 
Form f eine neue Unterscheidung gesetzt ist. Denn bei den Sub- 
stitutionen (3) braucht f nicht absolut ungeändert zu bleiben, es kann 
sich um einen Factor ändern, und es wird sich darum handeln, diesen 
Factor zu bestimmen. Hierüber hinaus aber gewinnen wir, indem wir 
die formentheoretischen Betrachtungen voranstellen, den Anschluss an 
diejenige wichtige Disciplin der modernen Algebra, welche man als 
Invariantentheorie der binären Formen bezeichnet; dieselbe wird uns in 
den complicirteren Fällen behülflich sein, um aus einer Form f alle 
anderen in einfacher Weise abzuleiten. Ich nenne gleich das Resultat, 
in welchem die hiermit geschilderten Betrachtungen culminiren (siehe 
den vorletzten Paragraphen dieses Kapitels). Es ist dieses, dass für 
jede unseren Botationsgruppen entsprechende Gruppe von linearen Stibstitu- 
tionen (1) eine mgekörige rationale Function: 

(4) Z = R{z) 

gefu/nden unrd, welche die verschiedenen zur Gruppe gehörigen Punktgruppen 
repräsentirt, indem man sie einer wechselnden Constanten gleicJisetzt Aber 
zugleich gewinnen wir, indem wir jene ''Substitutionsgruppen etc. wirk- 
lich aufstellen, eine Reihe neuer Probleme, an welche später die weiter- 
gehende Entwicklung anzuknüpfen haben wird*). 

*) Man vergleiche durchwt g die bereits genannte Arbeit: lieber binäre Formen 
mit linearen Transformationen in sich selbst, im 9. Bande der Math. Annalen (1875). 
Es ist dort zum ersten Male der Gedankengang, der nnn in den Entwicklungen des 
ersten und zweiten Kapitels des Textes zur ausführlichen Darlegung gelangt, in seinen 
Grundzügen angegeben. Die hauptsächlichen Resultate hätte ich bereits im Juni 
1874 der Erlariger physikalisch-medicinischen Gesellschaft mitgetheilt (cf. Sitzungs- 
berichte derselben). 
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§ 2. Ueber diejenigen linearen Transformationen von (x + ?y), welclie 
den Drehungen um den Eugelmittelpunkt entsprechen. 

Sei die Gleichung unserer Kugel bezogen auf ein rechtwinkliges 
centrales Coordinatensy stem : 

(5) r + 1?* + £* = 1. 

Wir führen dann die complexe Grösse ^ ^ x -\- iy etwa in der 
Weise ein, dass wir (x -\- iy) zunächst in gewöhnlicher Weise in der 
5i^- Ebene (der Aequator ebene) deuten und diese Ebene sodann durch 
stereographische Projection vom Pole S = 0, i^ = 0, 5=1 ^lus mit 
der Oberfläche der Kugel in ein-eindeutige Beziehung setzen. Man ge- 
winnt so die Formeln: 

(6)' ^= f-lr, y = 13^ , x + iy=> ^^t7 , 

oder auch: 

n\ fc_ ^^ ^__ 2y -i + aj^-l-y« 

V • / 5 1 _j_ /*.* I ^,2 ? ^ 1 _j_ ^a _L «,2 > » 



1 + aj« + 7/« ' •' 1 + a;* + 2/-* ' * 1 + aj' + y' 

Da wir vor allen Dingen jene linearen Substitutionen von b be- 
stimmen wollen, welche den Drehungen der Kugel entsprechen, so 
interessiren uns die diametralen Punkte der Kugel als solche (insofern 
von ihnen immer ein Paar bei jeder Drehung festbleibt). Um bezüg- 
lich derselben einen vorläufigen Satz abzuleiten, substituiren wir in 
(6j statt §, ly, J; deren negative Werthe. Dann kommt für den diame- 
tralen Punkt: 

X —ty = ^_T^ , 

und also durch Multiplication mit dem Werthe (6) von (x + iy), mit 
Rücksicht auf (5): 

(8) . {x + iy){x' -iy')=-l, 

oder auch, indem wir {x + iy) = re"^ setzen: 

Diametrale Punkte erJialten also Argumente, deren absolute Beträge redprok 
sind, während die Amplituden um % differiren. . ^- 

Wir betrachten nun zunächst den Fall, dass um die Axe — oo 
(welche senkrecht zur Aequatorebene steht) durch einen Winkel a 
gedreht wird, und zwar mag diese Drehung, wenn man von aussen 
auf den Punkt oo (den wir uns oberhalb der Aequatorebene ge- 
legen denken) hinabblickt, entgegen dem Drehsinne des Uhrzeigers 
stattfinden. Ein Punkt, der ursprünglich das Argument z hatte, wird 
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nach der Drehung das Argument z' besitzen. Wir fragen, wie z' mit e 
zusammenhängt. Offenbar in derselben Weise, wie (|' + iiy') mit 
(S "h *^); wenn wir die ^ri-^hen^ (die Aequatorebene) in der ange- 
gebenen Weise drehen^ denn der Nenner (1 — J;) in den Formeln (6) 
bleibt bei der Drehung ungeändert. Nun haben wir aber für die ge- 
nannte Drehung der 5 ij- Ebene, wenn wir, wie üblich, »die positive 
|-Axe nach rechts, die positive 'q-As.Q von uns weg sich erstrecken 

lassen: 

I' = § • cos a — ij • sin a, 

1^' = S • sin a -|- 12 • cos a, 
oder 

I' + iri' = (cos a + f sin a) (| + iij). 

Daher kommt in bdccmnter Weise: 

(10) / = e'« • z. 

Wollen wir nun analog eine Drehung durch den Winkel a dar- 
stellen, bei der die Punkte S, iy? S ^^^ — I? — V^ — S auf der Kugel 
fest bleiben, und bei welcher der erstere Punkt dieselbe Rolle spielt, 
wie vorhin der Punkt oo, — so dass also, wenn wir auf S, i^? S von aussen 
hinblicken, die Drehung entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers ge- 
schieht — , so haben wir in (10) statt Zy resp. z' eine solche lineare 
Function von z, bez. z' zu setzen, welche in 5, ri, g unendlich wird 
und in — 5, — ly, — f verschwindet. Eine solche lineare Function ist 
allerdings nur bis auf einen Factor bestimmt; sie lautet in allgemeinster 
Form: 

G ^^ • 



z — 



1-^ 

aber es ist unnothig, diesen Factor noch durch irgend eine Fest- 
setzung genauer zu bestimmen, weil er aus der aufzustellenden Formel 
ohnehin herausfallen muss. In der That erhalten wir, indem wir statt z 
unseren neuen Ausdruck in (10) eintragen, unabhängig von C: 



S + in „ ^ + in 

Z : z— Z — 



1 -f 1-S 

oder nach leichter Umsetzung: 

nn J^ z'ji + ^ + ii + in) ^/^ g (i + » + (S + in) 

Dies also ist die gesuchte allgemeine Formel für eine beliebige Drehung, 
Löst man sie nach z' auf, so wird es bequem, folgende Abkürzungen 
einzuführen: 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 3 
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(12) § sin Y = a, ly sin y = 6, g sin -| = c, cos ^ = d, 

wobei ersichtlich: 

(13) a* + 6^ + c^ + d^ = 1. 
Man erhält dann nämlich die einfache Form: 

nA\ ' »' _ (<^ + ic) g — (& — ig) *) 

^ ^^ ^ (& + ta) ;? + (<« — tc) 

Wir haben, wie wir von vornherein beachten mögen, auf solche 
Weise für jede Drehung der Kugel zwei Formeln erhalten. Die Drehung 
bleibt nämlich ungeändert, wenn wir den Drehwinkel a um 2% ver- 
mehren. Dies aber hat nach Formel (12) zur Folge, dass alle 4 Grossen 
a, 6, c, d ihr Vorzeichen wechseln. Es entspricht dies dem Umstände, 
dass die Substitutionsdeterminante von (14) gleich a^ + 6^ + c^ + rf^, 
also nach (13) gleich 1 wird, was hinsichtlich der Vorzeichen der a, 6, c, d 
gerade noch eine doppelte Möglichkeit frei lässt. 

Zugleich haben wir eine bequeme Regel gewonnen, um den Cosinus 

des halben Drehwinkels einer Rotation, die in der Gestalt 

, _ Az + JB 
^ ~ Cz + D 

gegeben ist, zu berechnen und dadurch die Periodicität dieser Substi- 
tution (sofern es sich um eine periodische Substitution handelt) zu 
beurtheilen. Denn augenscheinlich kommt durch Vergleich mit (14): 

(lo) cos - ^ 



2 yad — bc 

§ 3. Homogene lineare Substitutionen. Zusammensetzung derselben. 

Wir wollen jetzt, wie es in § 1 schon in Aussicht genommen 
wurde, Formel (14) in zwei homogene lineare Substitutionen spalten^ 
indem wir einfach schreiben: 

j< = {d + ic) ^1 — (6 - ia) z^y 

^ {02 = (& + i(^) ^1 + (^ — i<^) ^2- 

Hier bedeuten die a, 6, c, d nach Formel (12) zunächst beliebige reelle 
Grössen, welche der Bedingung 

a^ + h'^ + c^ + d^^l 

unterliegen. Inzwischen können wir bemerken, dass dieselbe Formel 
unter Aufrechterhaltung dieser Bedingung, sofern wir nur ,a, b, c, d 



*) Man sehe die Notiz von Cayley im 15. Bande der Math. Annalen (1879): 
On the Correspondence of homographies and rotations, wo diese Formel zum ersten 
Male explicite aufgestellt ist. 
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beliebiger complexer Werthe fähig denken, zugleich die allgemeinste 
binäre lineare Substitution von der Determinante 1 vorstellt. Hier- 
durch gewinnen die Zusammensetzungsformeln, die wir sofort aufstellen 
werden, eine allgemeinere Bedeutimg, die allerdings in den Entwick- 
lungen, auf die wir uns hier beschränken müssen, nicht weiter zur 
Geltung kommt. 

Um die in Rede stehenden Zusammensetzungsformeln abzu- 
leiten^ sei: 

j^i' = (d + ic) ^1 — (6 — ia) z^, 

W = (& + *'«) ^i + (d — ic) z^, 
eine erste Substitution, und ebenso 

r;^/' = (d' + ic') zl - (6' - ia') <, 
^ W = (6' + ia') zl + {d' - ic') V, 
eine zweite. Wir erhalten die durch Zusammensetzung entstehende Sub- 
stitution STj indem toir z^y z^ zwischen beiden Formelsystemen eliminiren. 
Natürlich setzen wir das Resultat wieder in die Form (16), schreiben 
also etwa: 



r - 



(17) 



.^ -(r + ia")z, + {d"-ic")z,. 

Dann ergiebt die directe Yergleichung das folgende einfache Resultat: 

a" = (ad' -f- a'd) — (6c' — 6'c), 
b" = {bd' + b'd)- (ca — c'a), 
c" = (cd' + cd) — (ab' — ab), 
(i" = — aa' — bb' — cc' + dd'. 

Wir haben dabei, wie man beachten mag, die symbolische Bezeichnimg 
iST in demselben Sinne verwandt, wie im vorigen Kapitel, indem wir 
zuerst die Substitution /S, dann die Substitution T anwandten. 

Die Formeln (14), (16), (17) werden wir sofort bei der Aufstellung 
der Substitutionsgruppen verwenden, die nunmehr den Rotationsgruppen 
des vorigen Kapitels entsprechen. Vorher jedoch müssen wir der Be- 
deutung gedenken, welche dieselben Formeln in allgemeinerem Sinne 
beanspruchen. Dass es richtig sei, bei der Behandlung der Drehungen 
um einen festen Punkt die Parameter a, 6, c, d des vorigen Para- 
graphen (oder doch jedenfalls ihre Quotienten ^, ^, -=-\ einzuführen, 

hat Euler bereits gefunden*). Inzwischen scheint es, dass die Zusammen- 
setzungsformeln (17) noch lange unbekannt blieben, bis sie von JRo- 



*) Novae Commentationes Petropolitanae t. 20, pag. 217. 

3* 
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drigues*) (1840) entdeckt wurden. Dieselben Formeln hat dann Hamilton 
seinem Quaternionencalcul zu Grunde gelegt**), ohne zunächst ihre Be- 
deutimg für die Zusammensetzung von Drehungen zu kennen, die bald 
darauf von Gayley hervorgehoben wurde***). Aber die Beziehung dieser 
Formeln zur Zusammensetzung binärer linearer Substitutionen blieb da- 
mals noch unbemerkt; Hm, Laguerre gebührt das Verdienst, diesen Zu- 
sammenhang zuerst von der formalen Seite her erkannt zu haben f). Eine 
reale Bedeutung hat derselbe erst durch die JRiewann'sche Interpretation 
von (x + iy) aiif der Kugel und insbesondere durch Gaylejfs Formel (14) 
erhalten ff). 

§ 4. Uebergang zu den Substitution sgruppen. Die cyclischen Gruppen 

und die Diedergruppen. 

Wir schreiten nunmehr dazu, die homogenen linearen Substitu- 
tionen von der Determinante 1 aufzustellen f ff), welche im Sinne der 
Formeln (14), (16) den früher untersuchten Rotationsgruppen ent- 
sprechen. Natürlich sind die Substitutionen, welche wir in solcher 
Weise gewinnen, wegen des doppelten Vorzeichens der Parameter 
a, 6, c, dy doppelt so zahlreich als die Rotationen, von denen wir aus- 
gehen. Die Substitutionsgruppe ist also zuvörderst mit der Rotations- 
gruppe hemiedrisch isomorph; die Frage, ob wir die Substitutionsgruppe 
nicht derart einschränken oder modificiren können, dass holoedrischer 
Isomorphismus eintritt, soll erst in einem späteren Paragraphen unter- 
sucht werden. 



*) Journal de Liouville, 1. särie, tome V. Des lots giometriques qui rigisaent 
le deplacement etc, 

**) In der That, betrachten wir die Quatemionen q, q': 

g = at + hj + cÄ; + d, s' "= <»'* + ^'i + ^'^ + d\ 
so ist das Product derselben 

qq' = q" = a"t + h" j + c"k + d" 

genau durch die Formeln (17) des Textes gegeben. Es ist interessant, hier die 
ersten Mittheilungen von Hamilton über seinen Quaternionencalcul, itisbesondere 
seinen Brief an Graves im Philosophical Magazine 1844, 2, p. 489 zu vergleichen. 
***) Philosophical Magazine 1843, I, pag. 141. 

t) Journal de TEcole polytechnique, cah. 42 (1867) : Sur le codcul des systbmes 
Unfaires. 

ff) Vgl. namentlich auch Hm. Stephanos' Abhandlung: Mimoire swr la repri- 
sentation des homographies hinaires par des points de Vespace avec applicatüm ä 
Vetude des rotations spMriques, Math. Annalen Bd. XXII (1883), sowie auch dessen 
Note: Swr la tMorie des quaternions (ebenda). 

fff) Oder auch, wie ich im Folgenden kurz sagen werde, wo kein Missver- 
ständniss zu befurchten ist: die „homogenen Substitutionen" schlechthin. 
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Was die allgemeinen Regeln angeht, deren wir uns bei Aufstellung 
der Substitutionsgruppen bedienen werden, so werden wir natürlich 
jeweils dem Coordinatensysteme eine möglichst einfache Lage ertheilen 
und übrigens auf die Sätze recurriren, die wir in § 12 und 13 des 
vorigen Kapitels betreffs der Erzeugung der einzelnen Rotationsgruppen 
aufgestellt haben. 

Bei den cyclischen Gruppen und den Diedergmppen ist die Sache 
noch so einfach, dass wir die Formeln ohne Weiteres hinschreiben 
können. Es scheint am bequemsten, die beiden bei diesen Gruppen in 
Betracht kommenden Pole mit den Punkten j? = und ^ef = cx> zu- 
sammenfallen zu lassen. Dann hat man für die Drehungen der cyclischen 
Gruppe: 

a = & = 0, c — smy, d—cosy, a = -^, 
und also für die 2n homogenen Substitutionen der cyclischen Gruppe: 

ihn —_£*£* 

(18) ;?/ = C* .;e?i, jBf2'=*« " -^2- (*"^ 1, . . . (2n - 1)). 

Sollen wir jetzt zur Diedergruppe übergehen, so werden wir eine 
der Nebenaxen etwa so wählen, dass sie mit der S-Axe unseres 
räumlichen Coordinatensystems coincidirt (also die Kugelpunkte 
jB = + 1 und ;ei = — 1 verbindet). Wir finden für die zugehörige 
Dmklappung: 

(19) g^^Z^ig^, ^2' = HF*^i, 

und also durch Verbindung mit (18) für die An homogenen Substitu- 
tionen der Diedergruppei 

Iikft —ihn 

" -O. o. (Ä-0,l,..(2n~l)). 

Dem doppelten Vorzeichen von (19) ist in diesen Formeln bereits 
Rechnung getragen, indem wir Ä nicht bloss von bis (n — 1), son- 
dern von bis (2w — 1) laufen lassen. 

Insbesondere haben wir, wie wir ausdrücklich angeben wollen, für 
die Vierergruppe die folgenden 8 homogenen Substitutionen: 

= (— 0*-^2; 



(21) y\- , V^' '^ 



(ifc — 0, 1, 2, S). 
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§ 5. Die Gruppen des Tetraeders tmd des Oktaeders. 

Beim Tetraeder und Oktaeder werden wir zweierlei Lagen des 
Coordinatensystems unterscheiden. Das eine Mal lassen wir, was am 
natürlichsten scheint, die drei Coordinatenaxen |, r^, f unseres räum- 
lichen Coordinatensystems einfach mit den Oktaederdiagonalen zu- 
sammenfallen. Das zweite Mal drehen wir das so gewonnene Coor- 
dinatensysten um seine ^-Axe durch 45®, damit nämlich, was später 
Vortheil bietet, die 5J;-Ebene mit einer Symmetrieebene des Tetraeders 
coincidirt. 

Beginnen wir mit der Betrachtung der ersteren Lage. Wir können 
dann zur Darstellung der Vierergruppe unmittelbar die eben hin- 
geschriebenen Formeln (21) benutzen. Indem wir uns sodann betreffs 
der Erzeugung der Tetraeder- und Oktaedergruppe der Angaben er- 
innern, die wir in § 13 des vorigen Kapitels gemacht haben, werden 
wir zunächst die homogenen Substitutionen bilden, welche den beiden 
Drehimgen (JJ und TJ^) von der Periode 3 um eine der Diagonalen 
des zugehörigen Würfels entsprechen. Offenbar erhalten 2 diametrale 
Ecken des Würfels die Coordinaten: 

und da 

''"«T'^Y cos— , 8111-=: Y = «"^^ 

ist, so erhalten wir für die homogenen Substitutionen, bei denen diese 
beiden Ecken fest bleiben (unter Beiseitelassung des auch hier wieder 
auftretenden doppelten Vorzeichens): 

a =b = c = -\- d= —' 
Entsprechend haben wir die beiden Substitutionen: 

01 = 2 ' ^2 — 2 

Indem wir sie mit den Substitutionen (21) nunmehr in geeigneter 
Weise combiniren, erhalten wir für die rechten Seiten der 24 homogenen 
Tetraedersfubstitutionen die folgenden Paare linearer Ausdrücice: 



(22) 
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Wir gehen zur Oktaedergruppe über, wenn wir noch eine Drehung V 
durch Y ^^ ®^^® ^®^ ^ Coordinatenaxen, etwa um die f-Axe, hin- 
zunehmen. Für eine der beiden entsprechenden homogenen Substitu- 
tionen haben wir augenscheinlich: 

Dementsprechend erhalten wir die reckten Seiten der 24 in der TabeUe 

(22) noch fehlenden homogenen Oktaedersuhstitutionen, indem wir von den 24 
in diese Tabelle aufgenommenen linearen Ausdrücken den links stellenden 

jedesmal mit — ^^-, den rechts stehenden mit — -zJ^ mtdtipliciren. 

Es wird unnöthig sein, die neu entstehenden Ausdrücke hier 
noch besonders hinzuschreiben. 

Was jetzt die 0weite Lage des Coordinatensystems gegen unsere 
Configurationen betrifft, so genügt es, um die auf sie bezüglichen Sub- 
stitutionsformeln zu haben, in den gerade gewonnenen Formeln (22), 

(23) etc. der Coordinatentransformation Rechnung zu tragen, welche 
von der ersten Lage zur zweiten hinüberführt. Bei einer solchen 

Coordinatentransformation wird das ursprüngliche -^ durch * 



stehenden Ausdrücken das e^ ungeändert lassen und das z^ durch -^^^ • z^ 



z^ V¥ z, 

5 ' 1 4- i z ' 

und natürlich gleichzeitig das ursprüngliche —7 durch - _— • -^ er- 

z^ ]/2 Zf 

setzt*). Man beachte noch, dass — ^ -zJ- = 1 ist. Wir erhalten 

so nach kurzer üeberlegung die Regel: 

Wollen wir die Suhstitutionsformeln Imben^ welclie der neuen Lage 
des Coordinatensystems entsprechen^ so müssen wir hei den in {22) links 

ersetzen^ dagegen in den ebenda rechts stehenden Ausdrücken das z^ durch 

1 + » 
— y=^ ' Zi ersetzen und das z^ ungeändert lassen. 

Bei dem ganz elementaren Charakter dieser Operation unterlasse 
ich es wieder, die entstehenden Ausdrücke explicite anzugeben. 

§ 6. Die Ikosaedergrnppe. 

Es handelt sich jetzt um die homogenen Substitutionen des Iko- 
saeders. Wir wollen zu dem Zwecke dem Ikosaeder eine solche Lage 



*) Indem wir nämlich die Drehung durch 90^ um die O^-Aze in positivem 
Sinne vor sich gehend denken. 
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gegen das Coordinatensystem ertheilen, dass jene Drehung durch —^f 

welche wir früher (§ 12 des vorigen Kapitels) mit S bezeichneten, in 
positivem Sinne um die ^-Axe geschieht , während gleichzeitig die 
Querlinie, um welche die ümklappung U (siehe ebeuda) statt hat, mit 
der 1^-Axe coincidirt. Dann haben wir den Operationen Sy U entsprechend 
sofort folgende Substitutionen: 

>i' = + «'^i; 



(24) 



S: 



welche zusammengenommen die zur verticalen Ikosaederdiagonale ge- 
hörige Diedergruppe erzeugen*), unter « ist dabei, wie immer in der 
Folge, die fünfte Einheitswurzel: 

(25) ,^e— 

verstanden. 

Unsere Festsetzung hinsichtlich der Lage des Coordinatensystems 
lässt hinsichtlich der ümklappung T, die wir nun noch in .Betracht zu 
ziehen haben, eine doppelte Möglichkeit zu. Die Axe von T kann 
innerhalb der |g- Ebene noch entweder durch den ersten und dritten 
Quadranten des Coordinatensystems |g hindurchlaufen, oder durch den 
zweiten und vierten. Wir wollen festsetzen, dass das letztere der Faü 
sein soll. Verstehen wir dann unter y den spitzen Winkel, den besagte 
Axe mit Og einschliesst, so wird einer ihrer beiden Endpunkte die 
Coordinaten erhalten: 

I = — sin y, 1? = , g = cos y, 

und es werden also nach (12) -(da es sich um eine Drehung durch 180® 
handelt) die Parameter der zugehörigen Drehung: 

a = + siny, 6 = 0, c = + cos y , d = , 

wo, wie immer in diesen Formeln, die oberen und die unteren Vor- 
zeichen zusammengehören. 

Es fragt sich jetzt, wie wir den Winkel y berechnen. Ich vnll 
zu dem Zwecke auf die Parameter von S (24): 

a' = &' = , c' = + sin y , d' «= + cos — 

und auf die Zusammensetzungsformeln (17) zurückgreifen. Auf Grund 
dieser Formeln findet sich für den Parameter d" der Operation 8T: 

*) Dieselbe ist hier auf ein etwas anderes Coordinatensystem bezogen, als in 
Formel (20). 
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d" = — aa— hV — cc + dd' 

= + cos y • sin -^ • 
— o 

Nun hat die Operation ST (wie ein Blick auf die Figur des Ikosaeders 
zeigt) die Periode 3, es muss also d" mit + cos -^ = + «- überein- 

stimmen. Wir gewinnen somit; wenn wir noch beachten, dass cos y 

positiv sein soll: 

n 1 
cos y • sin —-=-—, 

oder, wenn wir wiederum die Einheitswurzel b einführen und berück- 
sichtigen, dass 

(«2 — £3) («* — «) = £ + £* — ^ — £3 „ ^5 

.4 



ist: 



cos y = 



€ — 8 



und hieraus, wieder unter Annahme des positiven Vorzeichens: 



sin y 



«* — s^ 



%Yh 



(26) 



Ti 



Wir tragen nunmehr diese Werthe in die eben gegebenen Ausdrücke 
a, 6, Cy d ein und greifen übrigens auf die Formeln (16) zurück. Dann 
haben tmr schliesslich für die beiden homogenen Substitutionen, welche der 
Drehung T entsprechen: 

1/5. < = + (.-£*) ^, + (£^-5«) ^2, 

1/5 . V = ±{b^- b^) z,±{b- b") z,. 

Aus (24), (26) bilden wir jetzt sofort die gesammten Ikosaeder- 
Substitutionen. Wir brauchen uns nur zu erinnern, dass wir früher 
die Ikosaederdrehungen in folgende Tabelle gebracht haben: 

S^^, Sf^U, S^TS% Sf'TS'üy (ft, i/ = 0, 1, 2, 3, 4). 

Dementsprechend erhalten wir für die 120 homogenen Ikosaedersub- 
stitutionen: 



(27) 



S": ■ 



S^ü: 



5" TS': 



Sf TS' U: 



■»i' = ± «*" • JS'i , 
< = + «*"• iera ; 

^ = + «"'•^2, 

1/5 . ^,' = + 6»" (— (e — £*) «8.« . z^ + (£ 
>/5 • < = + ««" (+(«*- £*) «»" •«! + (c 
y'ö • ;yi'=+ ««" (+*(«*- £*) «»" •«! + (c 



8 






|/5 . V=+ c»' (— (c - «*) «"' • «1 + (e* - 6*) «*" • Zi). 
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Ich will noch auf die einfache Regel aufmerksam machen^ ver- 
möge deren sich hier (wie auch schon in den früheren Fällen) die 
Periodicität der einzelnen Drehung auf Grund von Formel (15) be- 
stimmt. Wir erhalten vermöge dieser Formel für den Drehwinkel a 
einer Drehung S^'TS'': 

a — (g-,*)(a«A* + 3-_a2^ + 2'') 
COS -z- = + -^ ^— -j= '-, 

und analog für den Drehwinkel von Sf^TS^'U: 

a -r- (s« - 6«) («»^ + 2" - B^^ + «") 
cos — = + -^ ^-^ — ^ . 

Wir haben also hei S^TS" die Periode 2^ wenn ^i -\- vs^O, hei 
S^TS" U, wenn 3/ia + 2i/ = (mod. 5) ist 

Wir hohen hei S^^TS'' die Periode 3, wenn ft + i; ^ + 1, hei 
Sf^TS^'U, wenn 3/ia + 2i; = + 1 (mod. 5) ist. 

In den 20 anderen Fällen S^^TS^ hez, S^^TS^Ü ist die Periode 5. 

Hierzu tritt dann noch, wie selbstverständlich, dass alle Sf* U die 
Periode 2, alle S^y mit alleiniger Ausnahme von S^ (der Identität), 
die Periode 5 haben. 



§ 7. Nicht-homogene Substitutionen. Inbetraohtnahme der erweiterten 

Gruppen. 

Von den homogenen Substitutionen steigen wir natürlich ohne 
alle Rechnung zu den nicht homogenen Substitutionen hinab. Wenn 
ich trotzdem hier die betreffenden Formeln in tabellarischer Zusammen- 
stellung gebe, so geschieht es, weil sich dieselben, unter Verzicht auf 
den bisher festgehaltenen festen Werth der Substitutionsdeterminante, 
etwas zusammenziehen lassen imd dadurch in der That sehr übersicht- 
lich werden. Wir finden für die nichthhomogenen Suhstitutionen: 

1) bei den cyclischen Gruppen: 

2ikft 

(28) =e "^ '0, (ifc = o, 1, . . . (*i-i)); 

2) beim Bieder: 

2ikft 
2ik7t 



e ** 



(29) z = e *• ' Zy ^ = , {k wie vorhin); 

3) beim Tetraeder und erster Annahme hinsichtlich der Lage des 
Coordinatensy stems : * 

(30a) .' = + ., ± i ±i-^, ±i-^, ±^, ±^, 
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sowie bei der anderen Annahme: 

(30b) .-= + ., +^ + ^S±^^^+ ^' . + ^ '^-i^z.\ 

^ ^ — ' — z' — y2 'z-{i-i)' — (i + i) z+ y2 ' 

j (1 -i)z+ V2 ^ y¥ »g-(i+i) ^ 

— Y2 'Z — (i + t) ^ — {1 —t) z+ V2 ' 
4) beim Oktaeder unter analoger Unterscheidung der beiden Fälle: 

(31a) ,'^i^,,l,i^.l±L,,^^,,.lM,i^.^, 
sowie: 

(31b) / = i''.,,l, ^..a + o^+ Yl^^ ., _y 2- •.-(!-»•) 

^^ y2 • -2 -— (1 — i) (1 + i) <s + y 2 



1/2 • ^ — (1 + i) ' (1 — t) Äf + V2 



Ä hat hier jedesmal die Werthe 0, 1, 2, 3 zu durchlaufen; 
5) beim Ikosaeder: 

(32) .' = *.., -'^, e^. -(^-^V^- ^ + (a'-^') 



[e = e ^ ', /it, v = o, 1, 2, 3, 4J. 



Von diesen Formeln gehen wir nun auch sofort zu denjenigen 
über, die den erweiterten Gruppen (wie wir uns in Kap. I ausdrückten) 
entsprechen. Wenn wir nämlich die einzige Formelgruppe (30 a) aus- 
nehmen, so ist übrigens durchweg die U- Ebene unseres Coordinaten- 
systems eine Symmetrieebene der gerade in Betracht kommenden Con- 
figuration. Nun können wir die erweiterte Gruppe dadurch erzeugen, 
dass wir die Spiegelung eben an dieser Symmetrieebene mit den 
Drehungen der ursprünglichen Gruppe combiniren. Diese Spiegelung 
ist aber analytisch durch die einfache Formel: 

(33) 0' = J 

gegeben, wo den conjugirten Werth der imaginären Grösse bedeutet. 
Daher werden mr Formeln für die Operationen der erweiterten Gruppen 
erhalten j wenn wir neben die Formeln (28) bis (32) (unter alleiniger 



I 
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Ausnahme von (30 a)) immer auch die anderen stdUnj m 
ersetgt ist. 

Ich schliesse diesen Paragraphen mit zwei kleinen 
Bemerkmigen. Von den Snbstitationägruppen (28) bis (32) 
in der älteren Literatur; ausser den cyclischen Gruppen, die 
überall auftreten, hauptsäehlich nur zwei Fälle vor, nämlich dia 
gruppe n = 3 und die Oktaedergruppe (31a). Ersterer Fall 
dabei nur deshalb in etwas anderer Form, als in (29), weil anf dv 
jer-Eugel ein anderes Coordinatensystem zu Grunde gelegt ist, f&r wi 



/ 



}/l — X* . 1 — Vx'^ 



transformirt. Abel bemerkt, dass sieh diese verschiedenen WerUie 
durch einen beliebigen derselben in folgender Weise darstellen: 

^ 1 (i±vL\ (j—yL\ (i±yiy (i^zVlx. 

Zieht man hier überall die vierte Wurzel und ersetzt Yk durch 5, so 
sind dies offenbar genau die Ausdrücke (31a). 

§ 8. Holoedrisolier Isomorphismns bei homogenen 

Snbstitutionsgrappen. 

Was die Discussion der nunmehr gewonnenen Substitutionsgruppen 
in gruppentheoretischem Sinne angeht, so wird es genügen, hier auf 

*) Man »ehe i. B. t 1, pag. 269 (der neuen Ausgabe von Sykw und Lie). 



derjenige grosste Kreis, den wir bisher als Aequator bezeidmefeea, mak \ 

dem Meridiane der reellen Zahlen zusammenfallt und die Seken dm ' 

Dieders die Argumente z = Oj 1, cx) erhalten. Man findet so die 

Formeln: 

, 1 ^ 1 g z — 1 

^ ""^^ 7' ^~^^ T^^' T^TT' ~7~* 

welche, in der projectiven Geometrie, die 6 zusammengehörigen WerÜM 
des Doppelverhältnisses und, in der Theorie der elliptischen FnnctiaiMii^ 
(was im Grunde dasselbe ist; die 6 zusammengehörigen Werthe vn 
k^ (dem Quadrate des Legendre'schen Moduls) verbinden. Die Gruppe 
(31a) findet sich iniplicite an mehreren Stellen von Ahd's Werken*)^ 
Es handelt sich dort darum, die verschiedenen Werthe von Jfc* an- 
zugeben, die resultiren, wenn man ein vorgelegtes elliptisches Lh 
tegral erster Gattung durch lineare Substitution in die Legendre'sdie 

Normalform: 

dx 
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die analogen Untersuchungen unseres ersten Kapitels zu verweisen. 
In der That sind ja unsere nicht-homogenen Substitutionsgruppen mit 
den damals betrachteten Rotationsgruppen holoedrisch^ die homogenen 
wenigstens hemiedrisch isomorph^ wobei hoch ausdrücklich bemerkt 
sei; dass unter den homogenen Substitutionen der ^^identischen'' Rotation 
allemal die beiden: 

^\ = ^4 und ^i|=-^i) 

entsprechen. 

Hierüber hinaus aber wollen wir uns mit einer Frage von aller- 
dings verwandtem, aber doch nicht rein gruppentheoretischem Charakter 
beschäftigen, einer Frage, die wir schon oben andeuteten (§ 4), und 
deren Beantwortung in der Folge für uns von principieller Bedeutung 
werden wird. Wir haben für eine Gruppe von N Drehungen jedesmal 
2N homogene Substitutionen gefunden. Wir fragen, ob wir unter 
diesen 2^ Substitutionen nicht derart Ny die eine Gruppe bilden, 
herausgreifen können, dass holoedrischer Isomorphismus mit der Ro- 
tationsgruppe statt hat, - oder ob wir einen solchen Isomorphismus 
nicht wenigstens dadurch erreichen können, dass wir der einzelnen 
Substitutionsdeterminante, die wir bisher immer gleich -f- 1 genommen 
haben, irgend einen anderen Werth ertheilen. 

Wir beginnen mit den Wiederholungen einer einzigen Drehung, 
d. h. mit den cyclischm Grippen, wobei wir, um die Untersuchung 
auch nicht scheinbar durch Einführung eines kanonischen Goordinaten- 
systems einzuschränken, ein ganz beliebiges Coordinatensystem zu 
Grunde legen wollen. Wir nehmen also etwa eine Drehung durch 

, bei welcher ein beliebiger Punkt |, i?; S unserer Kugel fest bleibt. 

Der zugehörigen linearen Substitution (16): 

z^ = (d + ic) ^1 — (6 — ia)z^ , 

z^ BS (6 -|- ia)z^ + (^ — *^)^8 

haben wir bislang die Parameter: 

a = + I sin-^, 6 — + 12 ^^^j c = + gsin-^, d= + cos^ 



beigelegt. Wir wollen statt ihrer, indem tüir die Suhstilmtionsdeter- 
minante gleich g^ nehmen^ jetzt schreiben: 

(34) ai = ^|sin~, b^ = Qi^sm^, Ci = ^fsin~, d^^gcos^- 

Indem wir sodann auf die Zusammensetzungsformeln (17) recurriren, 
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erhalten wir als Parameter für die Jc^ Wiederholung unserer Sub- 
stitution: 

_ t *. • K7C XI.» Zeit 1 «. • A/W T t fCTC 

aifc=9*- § sm— -, 6a:=()*'|? sin-— , c*=()*. f sin— -, 4=(>* cos 



Wir verlangen jetzt — damit holoedrischer Isomorphismus mit der 
zugehörigen Rotationsgruppe stattfindet — , dass die w*® Wiederholung 
unserer Substitution die Identität sei, dass also: 

o« = 6« = c« = 0, dn= 1 
werde. Offenbar ist hierzu erforderlich: 

9^» = — 1. 

Wir werden also dann und nur dann holoedrischen Isomorphismus zurischen 
der SubstitutionS' und der Eotationsgruppe erzielen, wenn wir in (34) q als 
n*^ Wurzel aus ( — 1) einführen. Hiermit ist aber der Werth der Sub- 
stitutionsdeterminante Q^ ebenfalls bestimmt oder doch auf wenige 
Möglichkeiten eingeschränkt. Ist n ungerade, so können wir q = — 1 
und also die Determinante gleich + 1 nehmen. Ist aber n .gerade, 
so ist der Werth + 1 bei der Substitutionsdeterminante unzulässig. 
Insbesondere müssen wir, wenn n = 2 ist, die Determinante gleich 
— 1, die Grösse q gleich +i wählen. 

Betrachten wir jetzt die Diedergruppen. Wir haben bei ihnen 
zunächst die Rotationen Sf^ (mit ä'* = 1), denen wir, nach dem gerade 
Gesagten, Substitutionen von der Determinante Q^f^ entsprechen lassen 
müssen, wo q^ = — 1. Wir haben ferner die Rotationen Sf*T von 
der Periode 2. Sicher werden wir, damit holoedrischer Isomorphismus 
statt habe, die Substitution, welche T entspricht, mit der Determinante 
( — 1) ausstatten. Nun muUipliciren sich bekanntlich bei Zusammen- 
setzung zweier Substitutionen deren Determinanten. Daher erhalten 
wir für S^T eine Substitution von der Determinante — Q^f*, Aber 
diese selbst soll wieder, weil Sf^T die Periode 2 hat, gleich — 1 sein. 
Somit haben wir für q die gleichzeitigen Gleichungen: 

p» = — 1, Q^f'=+ 1, (/^ = 0, 1, . . (w - 1)). 

OjBfenbar sind dieselben nur verträglich, wenn n ungerade ist (worauf 
Q = — 1 resultirt). Daher folgt, dass hei den Diedergruppen der ge- 
umnschte holoedrische Isomorphisums nur bei ungeradem w, niemals dher 
hei geradem n eintreten kann. 

Wir werden in der Folge auf den negativen Theil dieser Pro- 
position ganz besonderes Gewicht legen, denn aus ihm erschliessen 
wir sofort einen analogen Satz für die Gruppen des Tetraeders, Ok- 
traeders und Ikosaeders. Audi hei Tetraeder, Oktaeder und Ilcosaeder 
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ist holoedrischer Isomorphismiis zunschen der Botationsgruppe und der Gruppe 
der hom>ogenen Substitutionen unmöglich. Sie enthalten nämlich alle 
als Untergruppe mindestens eine Diedergruppe von geradem n (nämlich 
eine Vierer gruppe); und schon bei dieser liegt, wie wir eben gesehen 
haben, besagte Unmöglichkeit vor. 

§ 9. Invariante Formen, zn einer Griippe gehörig. Der Formen- 
kreis der , oyolisohen nnd der Dieder-Gnippen. 

Getreu dem allgemeinen Gedankengange, den wir in § 1 dieses 
Kapitels skizzirt haben, fragen wir jetzt, nachdem wir die homogenen 
Substitutionsgruppen kennen, die deii einzelnen ßotationsgruppen ent- 
sprechen, nach allen solchen Formen F{z^, z^^ die bei diesen Sub- 
stitutionen bis auf einen Factor ungeändert bleiben. Offenbar stellt 
eine derartige invariante Form (ein Ausdruck, den wir fernerhin fest- 
halten wollen), gleich Null gesetzt, ein Punktsystem unserer Kugel 
dar, welches bei allen Rotationen der in Betracht kommenden Gruppe 
ungeändert erhalten bleibt, ein Satz, den man umkehren kann. Nun 
muss ein solches Punktsystem nothwendig in lauter Punktgruppen jener 
Art zerfallen, wie wir sie in § 10 des vorigen Kapitels als mr Gruppe 
gehörig bezeichnet haben. Die gesuchten invarianten Formen entstehen 
also dadurch, dass wir von den Formen, die den genannten Punkt- 
gruppen correspondiren, beliebig viele mit einander multipliciren. 

Ueber die Art der hiemach vorhandenen Grundformen können 
wir von vorneherein noch gewisse > nähere Angaben machen. Ist N 
die Anzahl der Drehungen einer Gruppe, so bestehen die zugehörigen 
Punktgruppen im Allgemeinen aus N getrennten Punkten. Die all- 
gemeine Grundform wird hiernach eine Form vom N^^ Grade sein 
und übrigens — der einfach unendlichen Anzahl der erwähnten Punkt- 
gruppen entsprechend — einen wesentlichen (nicht bloss multiplicativen) 

Parameter enthalten. Aber es gibt unter den allgemeinen Punktgruppen 

N 
insbesondere derartige, die nur eine geringere Zahl, sagen wir — , 

getrennte Punkte umfassen. Dementsprechend wird es spedelle Grund- 

N 
formen y vom Grade — , geben, die nur insofern als besonderer Fall 

der allgemeinen Grundform betrachtet werden dürfen, als man sie in 
die v^ Potenz erhebt. 

Wollen wir mit diesen allgemeinen Schlüssen noch weiter gehen, 
so müssen wir den Fall der cyclischen Gruppen nunmehr von den 
übrigen Fällen abtrennen. 

Bei den cyclischen Gruppen gibt.es unter den allgemeinen Punkt- 
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gruppen nur zwei besondere, jede allein aus einem Punkte, nämlich 
aus einem der beiden Pole, bestehend. Dementsfprechend gibt es bei 
ihnen zwei ausgezeichnete y und zwar lineare Grundformen. Halten 
wir an dem Goordinatensysteme fest^ das in § 4 bei Behandlung der 
cyclischen Gruppen eingeführt wurde, so sind dies einfach z^ und 02 
selbst. Aber auch die allgemeinen Grundformen können wir hier sehr 
leicht bilden und zwar vermöge einer Schlussweise, die uns auch in 
den folgenden Fällen äusserst nützlich sein wird. Wir bilden, um zu 
den allgemeinen Grundformen überzugehen, die n^^ Potenzen von z^ 
und Z2 und überzeugen uns, dass sie bei den einzelnen Substitutionen 
(18) je den gleichen Factor (— 1)* annehmen. Hieraus schliessen 
wir, dass Aj^sf^ + k^^^t unter Xj^ : k^ einen beliebigen Parameter ver- 
standen, jedenfalls auch eine invariante Form ist. Weil der Grad der- 
selben gleich n (gleich der Anzahl der Rotationen der 'Gruppe) 
ist, ist sie zugleich eine Grundform. Augenscheinlich ist sie ohne 
Weiteres die allgemeine Grundform. Denn wir können A^ : X^ so be- 
stimmen, dass X^z^ + ^2^ f^r einen beliebigen Kugelpunkt ver- 
schwindet und also gerade die aus ihm vermöge der Rotationen der 
cyclischen Gruppe hervorgehende Punkt^ruppe darstellt. Somit haben 
wir bei den cyclischen Gruppen die zunächst vorliegenden Fragen 
überhaupt erledigt. Wir können das Resultat dahin aussprechen, dass 
bei den cyclischen Gruppen (18) die allgemeinste invariante Form durch 

(35) ^,'4- ]J[ix<psn + ^fO 

t 

gegeben sei, wo a, ß irgend welche ^positive ganze Zahlen, X^*\ Xf irgend- 
welche Parameter bedeuten. 

In den übrigen Fällen gestaltet sich die Theorie nur dadurch 
etwas abweichend, dass bei ihnen unter den allgemeinen Punktgruppen 
von jedesmal N getrennten Punkten drei von geringerer Punktezahl 
auftreten. Wir wollen für die Multiplicitäten, die diesen besonderen 
Punktgruppen beizulegen sind, sofern wir sie unter die allgemeinen 
Punktgruppen subsumiren wollen, die Bezeichnungen v^, Vg, 1/3 wieder 

aufnehmen, die wir in § 9 des vorigen Kapitels verwandten. Besagte 

NN N 

Punktgruppen enthalten dann nur bezüglich — , — und — getrennte 

IS 8 

Punkte und liefern uns dementsprechend 3 ausgezeichnete Grundformen 
Fl, F2, F^ resp. von demselben Grade. Wir bilden F\^, F"^, F"*. So 
zeigt sich, dass diese Potenzen bei den jeweils in Betracht kommenden 
homogenen Substitutionen alle denselben constanten Factor annehmen. 
Daher ist jede lineare Cornbination 
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eine invariante Form, und zwar^ toie Hvr Grad zeigt, eine Grundform. 
Aber die allgemeine Grundform enthält, wie gesagt, nur einen wesent- 
lichen Parameter, während wir hier in Aj : Ag : A3 deren zwei vor uns 
haben. Wir schliessen daraus, dass es zur Darstellung aller Grund- 
formen bereits genügt, die linearen Gombinationen 

in Betracht zu ziehen, dass also zwischen jP^, jPg, F^ eine Identität 
bestehen muss: 

(36) Af F^i + Af FJ» + XfFl* = 0. 

Indem wir uns immer Fj vermöge dieser Identität eliminirt denken, 
haben imr schliesslich als Ausdruck der allgemeinsten invarianten Form: 

(37) F--Ffl-Fr. JJ (IfF^^ + KpF;^), 

t 

wo die positiven ganzen Zahlen a, ß, y und die Parameter If, l^^ 

durchaus willkürlich sind. 

Beim Dieder gestaltet sich die ganze hiermit besprochene Theorie 

auf Grund der in § 4 festgestellten Lage des Coordinatensystems noch 

so einfach, dass wir unmittelbar das Resultat hinschreiben können. 

Wir haben 

N = 2n, i/j = i/g = 2, V3 = w 

and finden dementsprechend: 

(38) F,^l±^, F^^liZL!^^ F, = z,z„ 

^2 = die Ecken des Dieders, i^^ = die Kantenhalbirungspunkte, 
JP'j = das Paar der Pole vorstellt Zwischen F^jF^y F^ besteht dann 
in üebereinstimmung mit (36) die Identität: 

(39) 2^1« — F^^ - F^ = 0. 

Was Tetraeder j Oktaeder und ITcosaeder angeht, so erfordert bei ihnen 
die Aufstellung der ausgezeichneten Grundformen besondere Ueber- 
legungen, zu denen wir uns nunmehr hinwenden*). 

*) Die bei den einzelnen Fällen in Betracht kommenden Formen F^, F^, F^ 
zusammen mit den z¥ri8cben ihnen stattfindenden Relationen finden sich zum ersten 
Male bei Hm. Schwarz in dessen Abhandlung: üeher diejenigen Fälle, in denen 
die Gaitsmche Reihe F(cc, ß, y, x) eine cUgehraische Ftmction ihres vierten Ele- 
mentes ist (Borchardt's Journal Bd. 75 (1872), siebe auch vorläufige Mittheilung in 
der Züricher Vierteljahrschrift von 1871) berechnet. Wenn ich hier diese grund- 
legende Arbeit nur erst beiläufig citire, so geschieht es, weil die Gesichtspunkte 
derselben bei Behandlung der Formen F zunächst ganz andere sind, als die unseren. 
Ihren Ausgangspunkt bilden gewisse Fragen aus der Theorie der conformen Ab- 
bUdtmg, auf welche wir erst im folgenden Kapitel des Näheren eingehen können. 
Dagegen, hat Hr. Schwarz weder die Gruppen linearer Substitutionen, noch die 
sogleich bei xms hervortretende Beziehxmg zur Invariantentheorie. 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 4 
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§ 10. Vorbereitendes über die Tetraeder- nnd Oktaederformen. 

Bei Tetraeder und Oktaeder haben wir, nach § 5, zweierlei Lage 
des Coordinatensystems zu unterscheiden. Indem wir mit der ersten 
derselben beginnen, finden wir für die Ecken des Oktaeders (d. h. jetzt 
die Durchstosspunkte der räumlichen Coordinatenaxen mit der Eugel) 

die Argumente 

z = 0j cx), +1, +i, 

und es ist also das Oktaeder einfach durch folgende Gleichung gegdfen: 

(40) ^i^2(V-V) = 0. 

In ähnlicher Weise bestimmen wir die Gleichungen für die beiden zu- 
gehörigen Tetraeder, bez. den durch ihre 8 Ecken bestimmten Würfel. 
Die 8 Würfelecken haben die Coordinaten: 

Wir werden die Ecken eines der beiden zugehörigen Tetraeder heraus- 
greifen, wenn wir unter den 8 hier möglichen Zeichencombinationen 
diejenigen 4 wählen, bei denen das Product ^r^t positiv ist. Durch 
Eintragen in die Formeln (6) gewinnen wir so als Argumente der 

4 Tetraederecken: 

_ 1 +t 1 — i — 1 + t — 1 — t 

"" l/sT- 1 ' Ys-\-t' Vs + t ^ ys — i 

Sonach erhalten wir (durch Ausmultipliciren der Linearfactoren) die 
Gleichung des ersten Tetraeders in der Form: 

(41) ^1^ + 2 V^^^ ' ^i'^a' + ^2' = 0. 
In derselben Weise finden wir für das Gegente1/ra>eder : 

(42) ^/ - 2 1/- 3 . 0,^z,' + V = 

und endlich für den Würfely indem wir die linken Seiten von (41) und 

(42) mit einander multipliciren: 

(43) z,^ + ^4.0,%' + ^2' = 0. 

Ich will die linken Seiten von (40), (41), (42), (43) in der Folge 
mit ^, 0, V, W bezeichnen. Drehen wir jetzt das Coordinatfensystem, wie 
wir es in § 5 zum Schlüsse in Aussicht nahmen, um die ^-Axe durch 
45^, so verwandeln sich diese Formen in andere mit lauter reellen 
Coefficienten. Ich werde diese Formen durch Accente kennzeichnen^ 
setze also: 

0' = V + 2y3.V^,^- V, 

r = v-2i/3.vv-V, 



(44) 



l W = V — 14 W + ^: 



8 



2 



Gleich Null gesetzt stellen diese Formen natürlich Oktaeder, Tetraeder 
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und Gegentetraeder, sowie den Würfel auf das neue Coordinatensystem 
bezogen dar. 

§ 11. Der Formenkreis des Tetraeders. 

Nach den Erläuterungen des § 9 darf sich unsere ganze Betrach- 
tung der Tetraederformen nunmehr darauf beschränken: einmal die 
Constanten Factoren zu bestimmen, welche die Grundformen: 



(45) V = ^,* - 2 y ~ 3 . ^,W + ^.\ 

l ^ = ^1^2 (V — V)? 

oder die entsprechenden O', V', f (44) bei den homogenen Substitu- 
tionen des Tetraeders erfahren, sodann die lineare Identität anzugeben, 
welche 0^, V^, t^ oder O'^, V^, t'^ mit einander verbindet. 

In ersterer Beziehung erinnern wir an die Eriseugung der Tetraeder- 
gruppe, wie wir dieselbe in § 13 des vorigea Kapitels aufgestellt und in § 5 
des gegenwärtigen Kapitels bereits benutzt haben. Bei den Substitutionen 
der Vierergruppe (21) bleiben offenbar O, V, ^ überhaupt ungeändert. Da- 
gegen erhalten und V bei jenen Substitutionen, die der Drehung C7 von der 



Periode 3 entsprechen, Factoren e * und e • , während t auch bei ihnen in- 
variant bleibt. Die Folge ist, dass neben 0^ und V^ auch 0V = TT fort- 
während ungeändert bleibt, O und V selbst aber nur bei den Substitutionen 
der Vierergruppe in sich übergehen. Was diesen letzteren Umstand an- 
geht, so erblicken wir darin die Bestätigung eines Princips, das wir 
a priori aufstellen können. Dasselbe besagt, dass diejenigen Substitu- 
tionen einer homogenen Gruppe, welche eine zugehörige invariante Form 
überhaupt ungeändert lassen, innerhalb der Gesammtheit der Substitutionen der 
Ghruppe eine ausgezeichnete Untergruppe bilden müssen. — Genau dieselben 
Bemerkungen finden natürlich bei den Formen O', V, t\ W ihre Stelle. 
Indem durch diese Bemerkungen die Existenz der in Aussicht ge- 
nommenen Identität zwischen 0^, V^, t^ etc. sichergestellt ist*), werden 
wir dieselbe in der Weise berechnen können, dass wir in den expliciten 
Ausdrücken von O', V*, t^ nur die ersten Terme in Betracht ziehen. 
Auf solche Weise finden wir ohne Mühe: 



(46a) 12}/- 3 . ^2 _ 03 _^ ys „ q, 

oder auch 

(46 b) 12/3 .^'« — 0'3_^r» = O. 

üeber die hiermit gewonnenen Resultate hinaus mögen hier noch 
zwei Bemerkungen ihre Stelle finden, welche sich beide auf die In- 

*) Da0*, V*, i* bei denTetraedersubstitutionen (22) gleichförmig ungeändert bleiben. 

4* 
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Variantentheorie binärer Formen beziehen sollen, und von denen die eine 
die Bedeutung darlegen mag, welche die genannte Theorie für uns in 
der Folge wiederholt gewinnen wird, die andere aber bestimmt ist, die 
von uns beim Tetraeder erhaltenen Resultate in sonst bekannte Er- 
gebnisse der Invariantentheorie einzuordnen. 

Gesetzt, wir haben von den Formen (45) nur erst die eine, O, 
berechnet, so giebt uns die Invariantentheorie das Mittel, um aus ihr 
durch blosse Diflferentiationsprocesse andere Tetraederformen abzuleiten. 
Wir haben nur. irgendwelche Covarianten von <t> aufzustellen. In der 
That, geht durch irgendwelche homogene lineare Substitution bis auf 
einen Factor in sich über, so gewiss auch jede Covariante; es ist dies ein 
unmittelbarer Ausfluss aus der Definition der covarianten Formen. Jetzt 
ist eine binäre Form vierter Ordnung, und die Invariantentheorie 
zeigt*), dass eine solche Form nur zwei unabhängige Covarianten be- 
sitzt: die Hesse' sehe Form von 0, und die Functionaldeterminante der- 
selben mit 0. Erstere ist vom vierten, letztere vom sechsten Grade 5 
ausserdem überzeugen wir uns, dass erstere nicht etwa mit über- 
einstimmt. Hiernach schliessen wir sofort, dass die Hesse'sche Form 
von 0, gleich Null gesetzt, das Gegentetraeder darstellt, und ebenso, dass 
die FunctionaMeterminante, gleich Null gesetzt, das mgehörige Oktaeder 
repräsentirt. Denn beide Formen müssen, gleich Null gesetzt, solche 
Punktgruppen repräsentiren, welche bei den Tetraederdrehungen un- 
geändert bleiben, und andere Gruppen von nur 4 oder nur 6 zusammen- 
geordneten Punkten, als die gerade genannten, existiren nicht oder 
kommen wenigstens nicht in Betracht (indem die 4 Ecken des ur- 
sprünglichen Tetraeders, welche ebenfalls eine solche Gruppe bilden, 
bereits durch = gegeben sind). Wir hätten also von den Formen 
(4:6) die beiden V und t amh berechnen können, indem wir von die 
Hesse' sehe Form und dann von dieser und die FunctionaMeterminante 
bildeten. In der That kommt durch directe Ausrechnung: 



und: 



a'0 



a*<D 



dzidz^ 

a«0 



dz^dzi dz^ 



= 48}/— 3. V, 



ao 

dz^ 

av 



ao 

dz^ 

av, 



dz^ dz^ 



= 32]/^=^.^. 



*) Man vergl. z. ß. Clebsch^ Theorie der binären algebraischen Formen (Leipzig 
1872), p. 134 ff., oder auch die anderen Lehrbücher der Invariantentheorie, z. B. 
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Die Inyariantentheorie besitzt, wie man sieht, vermöge dieser 
Bemerkungen die Bedeutung eines JSülfsmiUels der Becfmung. Was 
unsere ferneren invariantentheoretischen Ausführungen angeht, so recur- 
riren wir auf die allgemeine Theorie der binären biquadratischen 
Formen. Sei 

(47) F = «0 V + 4a,0,^02 + ßa^^^^z^^ + 4.a^0^0^^ + «4 V 

eine solche Form. So haben wir einmal, wie schon erwähnt, zwei 
Covarianten, die wir jetzt, unter gehöriger Fixirung der Zahlenfactoren, 
mit H und T bezeichnen wollen: 



(48) 


^ 144 • 


dz^^ dz^dz^ 

d^F d^F 
dz^dz^ dz^* 


, T- 


1 

8 


dF 

dH 

dzt 


dF 

dz, 
dH 

dz. 


Wir h 


aben ferner ! 


2 Invarianten: 











(49) 



^2 = «0^4 — ^<^i^ + Stta*, ^3 = 



«0 ^ ^2 

«1 «2 ^3 
Og «8 ^4 

(wo ich linker Hand diejenige Bezeichnung angewandt habe, auf die 
ich später, im Anschluss an Weierstrass' Theorie der elliptischen 
Functionen, ohnehin zurückkommen muss). Wir haben endlich als ein- 
zige Relation zwischen diesen Formen die folgende: 

(50) 4S» - g^HF^ + g^F^ + T« = 0. 

Setzen wir jetzt unser an Stelle von F, so kommt vor allen 
Dingen: 

9i = ^' 

Das heisst, wenn wir die geometrische Redeweise auftiehmen, 
welche z. B. bei Clebsch 1. c. pag. 171 erklärt ist: 

Die Form stellt, gleich Null gesetzt, eine äquianharmonische Punkt- 
gruppe vor*). 

Wir finden femer für unser O: 



H 



yiTä 



3}/— 3 



Sdlmon- Fiedler (Algebra der linearen Transformationen, Leipzig, 2. Aafl. 1877), 
Faä de Bruno-Walter (Einleitung in die Theorie der binären Formen, Leipzig 
1881) etc. 

•) Zu demselben Ergebnisse kommen wir natürlich, wenn wir das Doppelver- 
h'ältniss von 4 complexen Werthen £? = a; + iy allgemein auf der Kugel geometrisch 
interpretiren, wie dies Hr. Wedekind in seiner Inauguraldissertation (Erlangen 1874) 
und in seiner bezüglichen Notiz in den Mathematischen Annalen (Bd. IX, 1876) 
ausgefOhrt hat. 
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« 

Hiemach subsumirt sich die Identität (46 a) unter die allgemeine Re- 
lation (50) als besonderer Fall, wie es zu erwarten war. Wir müssen 
also sagen, dass unsere geometrisch-gruppentheoretischen üeberlegungen 
bei den Tetraederformen nicht sowohl zu neuen algebraischen Ergeb- 
nissen, als vielmehr nur auf neuem Wege zu sonst bekannten Resul- 
taten hingeleitet haben. 

§ 12. Der Formenkreis des Oktaeders. 

Indem wir nunmehr zu den Oktaederformen übergehen, kennen 
wir von den zugehörigen drei ausgezeichneten Grundformen bereits 
die beiden: 



(51a) 

resp. 
(51b) 



(52) 



t' = «,«, (e^* + «,*), 

[ W = «1» - iWz,' + 0,0. 

Man verificirt leicht; dass man, unter Vernachlässigung eines auftreten- 
den Zahlenfactors, TT auch als Hesse'sche Form von t hätte berechnen 
können. Wir erhalten eine neue Oktaederform, indem wir jetzt die 
Functionaldeterminante von t und TF bilden. So entsteht (unter Weg- 
werfung eines Zahlenfactors): 

X = ^i'^ — 33V^2* — 33;2ii*^2' + ^2^^ oder auch: 

X' = V' rf- 33;8^,«V - ^W^2' - V'. 
Wir beweisen leicht, dass dieses x ^^^ dritte ausgezeichnete Grundform 
des Oktaeders ist, d. h. gleich Null gesetzt die 12 Kantenhalbirungs- 
punkte des Oktaeders repräsentirt. In der That: ;c = ^ muss eine 
Gruppe von nur 12 vermöge der Oktaederdrehungen zusammengeord- 
neten Punkten darstellen, und da x von t^ verschieden ist, also die 
doppelt zählende Gruppe der 6 Oktaedereckpunkte nicht in Betracht 
kommt, so bleibt in der That keine andere Möglichkeit. 

Wir sahen bereits, soeben, dass t und W bei den homogenen 
Tetraedersubstitutionen (22) völlig ungeändert bleiben. Dasselbe gilt 
folglich von x» Denn X kann sich als Covariante bei ungeänderter 
Grundform höchstens um eine Potenz der Substitutionsdeterminante 
ändern, diese Determinante ist aber in unserem Falle gleich 1. Jetzt 
erzeugten wir in § 5 die homogenen Oktaedersubstitutionen, indem wir 
zu den genannten Tetraedersubstitutionen eine einzelne Substitution (23), 
die einer Drehung V von der Periode 4 entsprach, hinzunahmen. Wir 
constatiren durch directe Ausrechnung, dass t bei dieser Substitution 
(und also überhaupt bei allen Oktaedersubstitutionen, die nicht zugleich 
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Tetraedersubstitutionen sind) sein Zeichen wechselt. Hiemach bleibt Wj 
als Hesse'sche Form, und weil es sich wieder um Substitutionen von 
der Determinante 1 handelt^ überhaupt ungeändert, % aber alternirt 
genau wie t im Vorzeichen, so dass das Product x^ ungeändert bleibt. 
Jedenfalls werden mithin ^, W^, x^ bei unseren homogenen Oktaeder- 
substitutionen überhaupt nicht geändert, und es besteht also zwischen 
ihnen die oben in Aussicht genommene lineare Relation. Indem wir 
wieder nur einige Anfangsterme der für diese Formen aus (51), (52) 
resultirenden expliciten Ausdrücke in Betracht ziehen, ergiebt sich für 
letztere: • 

(53) 108^— TP + ;c' = 0, 

eine Kelation, die genau so auch für t\ Wj x' bestehi 

Die Form t ist in der Invariantentheorie der binären Formen seit 
lange wohlbekannt, indem sie sich als Govariante 6. Grades der binären 
Formen 4. Ordnung, sofern man letztere in der kanonischen Form: 



« (^1* + ^**) + 66«,^Ä 



2 



2 



voraussetzte, von selber einstellte. Ebenso haben die synthetischen 
Geometer sich wiederholt und eingehend mit dem Punktsysteme ^ = 0, 
d. h. nach ihrer Redeweise: mit dem Aggregate dreier, wechselseitig 
harmonischer Punktepaare beschäftigt. Auch hat Clebsch in seiner 
Theorie der binären algebraischen Formen die Form t als besonderen 
Fall der allgemeinen binären Formen 6. Ordnung in Betracht gezogen*). 
Endlich, was die Relation (53) angeht, so subsumirt sich diese mit 
den ihr analogen zusammen unter eine allgemeine Formel der In- 
variantentheorie, vermöge deren man das Quadrat einer Functional- 
determinante zweier Co Varianten durch ganze Functionen von Formen 
niederer Grade ausdrückt. 

§ 13. Der Formenkreis des Ikosaeders. 

Um die Form 12. Grades aufzustellen, welche gleich Null gesetzt 
die 12 Ecken des Ikosaeders repräsentirt, berechnen wir zuerst im 
Anschlüsse an unsere früheren Entwickelungen (§ 6) die Argumente 
der einzelnen Ecken. Eine der Ecken hat das Argument j? ^ 0; in- 
dem wir dasselbe in die 60 nicht homogenen Ikosadersubstitutionen 
(32) eintragen, erhalten wir für die 12 Ecken: • 

(54) z = 0, cx), b-{b + b% e^{e^J^a% (,. = 0,1,2,3,4). 

*) Vergl. pag. 447 ff. Man sehe auch Brioschi, SuUa equazione del oUaedro^ 
Transimti della Accademia dei N. Lincei 3, 111 (1879), oder Cayley: Note on the 
oktahedron function, Quarterlj Journal of Mathematics, t. XVI (1879). 
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Daher können wir • die gesuchte Form f gleich folgendem Producte 
nehmen: 



^1^2 • 77(^1 — «" (6 + «*) • ^2) IJi^l - «' (^' + «*) ^2), 



oder: 



^1^2 (^1' — (« + «')' • ^2') (^/ - («' + «')' • V) 



oder endlich: 
(55) 



/ = ^i^2(V+ ll^iV-V'). 



Wir wollen nun sofort wieder aus dem so gewonnenen /, unter 
Abtrennung geeigneter Zahlenfactoren, die fiesse'sche Fotm und von 
dieser und f die Punctionaldeterminante berechnen. So gewinnen wir 
die beiden Formen: 



(56) 



H= + 



121 



av 



dz^dzi 
5 



(57) 



— («!*" + «2'") + 228 (;?,«^2 

1 



T= - 



20 






10^ 10 



49W Zi 



2 



dH 

dzi dz^ 



dz^ 
dH 



= (^i"^ + ^2"^) + 522 (j^i^ö;?^^ — ;?/;^2^») - 10005 {^^^'z./'' + ^i'^^^a^), 

und ich behaupte betreffs ihrer, dass JBT = die 20 Ecken des Pento- 
gondodekaederSj T = die 30 Kantenhalbirungspunkte (die Endpunkte der 
15 Querlinien) repräsentirt 

Um diese Behauptung etwas ausführlicher zu beweisen, als dies 
im analogen Falle bei Tetraeder und Oktaeder geschehen ist, bemerken 
wir zunächst, dass H und T als Covarianten von /", gleich Null ge- 
setzt, sicher solche 20 bez. 30 Punkte der Kugeloberfläche repräsen- 
tiren, deren Gesammtheit bei den 60 Ikosaederdrehungen ungeändert 
bleibt. Nun ordnen sich aber die Punkte der ;&- Kugel bei diesen 
Drehungen im Allgemeinen zu je 60 zusammen, und die Zahl der zu- 
sammengehörigen Punkte sinkt dann und nur dann herab, und zwar 
beziehungsweise auf 12, 20, 30, wenn wir es mit den Eckpunkten des 
Ikosaeders, des Pentagondodekaeders und den Kantenhalbirungspunkten 
zu thun haben. Ein Aggregat von Punkten, das bei den 60 Ikosaeder- 
drehungen ungeändert bleibt, muss eine Zusammenfassung solcher ein- 
zelner Punktgruppen sein. Die Anzahl der Punkte, die es umfasst, 
lässt sich also nothwendig in die Gestalt setzen: 

a . 60 + /J . 12 + y . 20 + d . 30, 
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WO a, ßy y, S ganze Zahlen sind, und /8, y, S die Multiplicitaten «ii- 
geben; mit der die Eckpunkte des Ikosaeders, des PentagondodekaedSt« 
und die Kantenhalbirungspunkte an dem Punktaggregate participiren. — 
Soll diese Anzahl nun, wie im Falle von jH = 0, gleich 20, oder, 
wie im Falle von Ta=0, gleich 30 sein, so ergibt sich beidemal nur 
eine Möglichkeit der Bestimmung von a, ß, y^ d, nämlich im ersten 
Falle a = j3 = d=:0, y=l, und im zweiten Falle « = /8 =s y = 0, 
d »= 1. Dies ist aber, was wir betreffs der Bedeutung von fi" =* 0, 
y = behauptet hatten. — 

Wir untersuchen jetzt, wie sich /*, fi", T den homogenen Ikosaeder- 
substitutionen gegenüber mit Rücksicht auf etwa vortretende Factoren 
verhalten. Indem wir nur die erzeugenden Substitutionen (24), (26) in 
Betracht ziehen, constatiren wir nach kurzer Rechnung, dass f über- 
haupt ungeändert bleibt. Also gilt dasselbe von H und T, Denn wir 
haben H und T als Covarianten von f definirt, und die Determinante 
jeder einzelnen Substitution (27) ist gleich Eins. Das Verhalten von 
fjHyTm dieser Beziehung ist also so einfach wie möglich. Es be- 
steht hiemach gewiss, wie oben in Aussicht genommen wurde, eine 
lineare Identität zwischen /*^, H^ und T^, Indem wir wieder nur auf 
die Anfangsterme der expliciten Formeln (55), (56), 57) recurriren, 
finden wir für dieselbe: 

(58) T^== — i/3+ 1728 /"^ 

Wir haben so Resultate gefunden, die den beim Tetraeder und 
Oktaeder entwickelten genau analog sind. Sollen wir nun auch hier 
wieder Beziehungen zur allgemeinen Invariantentheorie binärer Formen 
darlegen, so können wir uns allerdings nicht auf ältere Arbeiten be- 
rufen. Denn die Kenntniss der Formen f, H^ T wurde in der That 
zuerst durch Betrachtung der regulären Körper und der umgeschriebenen 
{x + iy)-Kugel gewonnen. Erst hieran anknüpfend habe ich in Bd. 9 
der Annalen (1. c.) die hauptsächlichen invariantentheoretischen Eigen- 
schaften der Form /* untersucht. Aber es ist eine Reihe neuerer in- 
variantentheoretischer Publicationen, deren ich hier zu gedenken habe. 
Dieselben beziehen sich auf die invariantentheoretische Definition der 
Form /*, bez. der anderen von uns in Betracht gezogenen Formen. In 
diesem Betracht hatte ich selbst schon im 9. Annalenbande den Satz 
ausgesprochen, dass /*, gleich unseren früheren Formen und ty durch 
das identische Verschwinden der vierten üeberschiebung (/*, /*)* charak- 
terisirt ist. Diesen Satz hat dann Hr. Wedehind in seiner Habili- 
tationsschrift dahin vervollständigt, dass es, von trivialen Fällen 
abgesehen, überhaupt keine anderen binären Formen gibt, deren vierte 
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üeberschiebung über sich selbst identisch verschwindet, als O, t und f*). 
Eine andere^ analoge Eigenschaft hat Hr. Fuchs bei Aufsuchung dieser 
Formen herangezogen**): dass nämlich alle Covarianten dieser Formen^ 
tcelcJie niederen Grades sind, als die Formen selbst, oder auch Potenzen 
von Formen niederen Grades sind, identisch verschunnden müssen. Hr. Gordan 
hat sodann gezeigt***), dass die hierin liegende Eigenschaft in der 
That zur Charakterisirung der Formen ^, t, f gerade ausreicht. Ich 
gedenke endlich der neuesten Arbeit von Hm. Hcdphenf). Derselbe 
geht allgemein von der Forderung dreigliedriger Identitäten (36) aus: 

A(0)jpn + i(0)Fl^ + Af Fj« = 

und zeigt; dass dieselben nicht anders statt haben können, als eben 
in den von uns untersuchten Fällen. Wir können somit unsere Formen 
auch als durch diese Identitäten definirt ansehen. Uebrigens sind 
diese Entwickelungen von Hm. HalpJien mit den anderen enge ver- 
wandt, die wir noch im fünften Kapitel des gegenwärtigen Abschnitts 
erbringen werden, wenn es sich darum handeln vnrd, überhaupt alle 
endlichen Gruppen binärer homogener Substitutionen aufzustellen. 

§ 14. Die fundamentalen rationalen Functionen. 

Nachdem wir jetzt bei den invarianten Formen, die zu den homo- 
genen Substitutionsgruppen gehören, hinreichend verweilt haben, ist 
es leicht, den letzten Schritt zu thun und solche rationale Functionen 

von ;8f = -^ zu bilden, welche bei den nichthomogenen Substitutionen 

des § 7 überhaupt ungeändert bleiben. In der That werden wir nur 
geeignete Quotienten unserer invarianten Formen, von der nullten 
Dimension in 0^^ und 02) aufzustellen haben. Wir behaupteten schon in 
§ 1 , dass sich in allen Fällen ein solcher Quotient Z bilden lässt, der, 



*) Studien im binären Werthgebiet, Carlsruhe 1876, siehe auch Brioschi: 
Sopra wna classe di forme hinarie, Annali di Matern. 2, VIII (1877). Neuerdings 
hat Brioschi auch solche Formen achter Ordnung in Betracht gezogen, welche bis 
auf einen Zahlenfactor mit ihrer vierten üeberschiebung übereinstimmen , siehe 
Comptes Rendus de TAcadämie . . . ., t. 96 (1883). 

**) Siehe Göttinger Nachrichten vom Dec. 1875, sowie die Abhandlungen in 
Borchardt's Journal Bd. 81, 85 (1876, 78). Die „Primformen", welche Hr. Fuchs 
daselbst betrachtet, sind genau die von uns im Texte sogenannten „Grundformen**. 
***) Math. Annalen Bd. XII (1877): Binäre Formen mit verschwindenden Co- 
varianten. 

t) Mämoires präsentes par divers savants ä l'Acadämie etc., T. 28 (1883): 
Memoire swr la reduction des equations differentielles lineaires aux formes intS- 
grables (der Pariser Akademie als Preisarbeit 1880 eingereicht). 
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gleich Const. gesetzt, die verschiedenen jedesmal auf der Kugel in 
Betracht kommenden Punktgruppen einzeln darstellt. Es heisst dies 
offenbar nichts anderes ^ als dass es eine rationale Function der ge- 
suchten Art gibt, welche vom N^^ Grade ist, unter N die Anzahl 
der in Betracht kommenden nichthomogenen Substitutionen verstanden. 
Ehe wir diese fundamentalen rationalen Functionen wirklich aufstellen 
und damit den kürzesten Beweis für ihre Existenz liefern, ist es nütz- 
lich, dass wir uns über ihre Stellung innerhalb der übrigen ungeändert 
bleibenden rationalen Functionen von i3 orientiren. 

Ich sage zunächst, dass jede solche rationale Function von z eine 
roMonale Fundion von Z ist In der Th^t, sei It{z) eine solche Function, 
so wird B{0) für alle Punkte der Kugel, die aus einem durch die 
N Drehungen der in Betracht kommenden Gruppe hervorgehen, den- 
selben Werth annehmen. Aber die N in solcher Weise zusammen- 
geordneten Punkte sind immer, nach Voraussetzung, durch einen Werth 
von Z charakterisirt. Die Functionen Z und ü, welche, durch Ver- 
mittelung von ^, jedenfalls algebraisch von einander abhängen, sind 
daher so verbunden, dass zu jedem Werthe von Z immer nur ein 
Werth von R gehört, d. h. B ist eine rationale Function von Z, was 
zu beweisen war. Dass umgekehrt auch jSie rationale Function von 
Z eine Function R(0) ist, braucht kaum erwähnt zu werden. 

Ich sage femer, dass Z durch die ihm auferlegte Eigenschaft, von 
linearen Umformungen abgesehmy vollständig bestimmt ist Sei nämlich 
Z' eine zweite rationale Function von 0, welche gleich Z die Eigen- 
schaft hat, gleich Const. gesetzt immer nur eine Gruppe zusammen- 
gehöriger Punkte darzustellen. So schliessen wir genau wie vorhin, 
dass Z' von Z, aber ebensowohl, dass Z von Z' rational abhängt 

Daher ist Z' eine lineare Function von Z: Z' = — ^T ^ - • Dass wir 

umgekehrt jedes in solcher Weise eingeführte Z' ebenso gut, wie das 
ursprüngliche Z, als fundamentale rationale Function würden gebrauchen 
können, ist wieder selbstverständlich. 

An letztere Bemerkung knüpft sich die weitere, dass toir unsere 
fimdamentale rationale Function Z, um sie zu einer völlig bestimmten 
zu machen, noch drei unahhä/ngigen Bedingungen unterwerfen können. 
Was zunächst die cyclischen Gruppen angeht, so setzen wir einfach: 



c») ^ - (t)" 



wo also Z für den einen Pol der cyclischen Gruppe verschwindet, für 
den anderen unendlich wird, und längs des Aequators den absoluten 
Betrag Eins annimmt. In den übrigen Fällen haben wir, wie wir 
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wissen, immer dreierlei ausgezeichnete Punktgruppen zu unterscheiden, 
welche innerhalb der allgemeinen zugehörigen Punktgruppen resp. mit 
der Multiplicität v^, Vg; ^s enthalten «sind. Im Anschlüsse an ein viel- 
fach übliches Verfahren wollen wir nun unser Z jedesmal so normiren, 
dass es für diese dreierlei Funktgruppen beziehungsweise die Werthe 1, 0, cx> 

annimmt. Dann wird Z die Gestalt c • — ^— , Z — 1 analoge die Form 

Fl* 

c' • — J;- annehmen, unter F^^ F^^ F^ die früher so genannten Grund- 
es* 
formen verstanden. Zugleich müssen c und c' so beschaffen sein, dass 

die Gleichung: 

Fl- , , F\^ 

mit der wiederholt besprochenen, zwischen i?\, F^^ F^ bestehenden 
Identität zusammenfällt, was c und c' vollkommen bestimmt. 

Indem ich jetzt dazu übergehe, die auf solche Weise definirte 
Function Z in jedem Falle explicite anzugeben, bediene ich mich einer 
Schreibweise, welche die beiden Ausdrücke von Z und Z — 1 gleich- 
förmig zusammenfasst; ich werde nämlich Z\Z — 1:1 mit 

cFl- :cF\- \Fl* 

proportional setzen. Wir erhalten solchergestalt die folgende Tabelle, auf 
welche wir noch oft zurücickommen werden: 

1) Bieder: 

(60) Z: Z - 1 : 1 == (^^^j : (^^^j = " ^'^''^"■> 

2) Tetraeder: 

(61a) Z:Z- 1:1 = V^ :- 12}/"=^.^^ : 0^ 

oder auch: 

(61b) Z:Z— 1: 1 = V'^: - 12l/3 • ^'^ • 0'^ 

je nachdem wir erste oder zweite Lage des Coordinatensystems an- 
nehmen wollen; 

3) Ohtaeder, mit derselben Unterscheidung: 

(62a) Z:Z—\:\=^W^ : f : 108 ^*, 

oder: 

(62b) Z:Z— 1:1^ W'^ •.%"': \0^t'\ 

4) Ikosaeder : 

(63) Z:Z—\:\ = H^ : — P : 1728 /*. 
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Wegen der hier verwendeten Bezeichnungen vergleiche man durchweg 
die Hauptformeln der Paragraphen 11, 12 und 13. 

§ 15. Bemerknng über die erweiterten Gruppen. 

Zum Abschlüsse kehren wir noch einmal zu unseren erweiterten 
Gruppen (§ 7) zurück. Wir wollen wissen, wie sich bei ihnen unsere 
nunmehr gewonnenen rationalen Fundamentalfunctionen Z verhalten. 
Von analytischer Seite entstanden die erweiterten Gruppen 1. c, in- 
dem wir mit den nichthomogenen Substitutionsgruppen die Operation 
0^ = verbanden, wobei wir nur, sofern vom Tetraeder die Rede war, 
die zweite Lage des Coordinatensystems voraussetzten. Nun haben 
aber, sofern wir an der genannten Voraussetzung festhalten, alle unsere 
Grundformen reelle Coefficienten und es wird Z vermöge der vor- 
stehenden Formeln aus diesen Grundformen jedesmal mit Hülfe reeller 
Coefficienten abgeleitet. Die Sache ist also einfach die, dass hei allen 
denjenigen Operationen der erweiterten Gruppen ^ die nicht schon in den 
^tigehörigen, nichthomogenen Svbstitutionsgruppen enthalten sind, Z jedesmal 
in seinen conjugirt imaginären Werth übergeht. 

Indem wir dieses Ergebniss mit den Sätzen verbinden, die wir 
in § 11 des vorigen Kapitels abgeleitet haben, erhalten wir noch ein 
letztes bemerkenswerthes Resultat. Es ist dieses, dass Z für alle 
solche Punkte der z-Kugel, die in den Symmeirieebenen der jedesmaligen 
Configuration gelegen sind, aber auch nur für solche Punkte, reelle Werfhe 
annimmt Es sind also die Punkte der genannten Symmetrieebenen 
durch die Realität des zugehörigen Z jeweils charakterisirt. 



Blicken wir zurück, so haben wir in dem zweiten nunmehr be- 
endeten Kapitel dieses erreicht, dass wir die geometrisch-gruppen- 
theoretischen Resultate des ersten Kapitels mit einem bestimmten 
Gebiete der neueren Mathematik in Verbindung gesetzt haben, näm- 
lich mit der Algebra der linea/ren Substitutionen und der zugehörigen 
Invariantentheorie. In ganz ähnlicher Weise sollen die folgenden beiden 
Kapitel bestimmt sein, die Verbindung mit zwei anderen modernen 
Disciplinen herzustellen. Es sind dies die Riemann'sche Functionen- 
theorie und die Galois'sche Theorie der algebraischen Gleichungen. 



Kapitel EI. 

Formalirnng und ftmctionentlieoretisclie Discnssion der 

Fnndamentalanfgabeii. 

§ 1. Definition der Frindamentalaiifgaben. 

Die Untersuchungen des vorigen Kapitels haben uns in den Formeln 
(59) — (63) des vorletzten Paragraphen zur Kenntniss gewisser rationaler 
Functionen Z von z geführt, die bei den jeweils in Betracht kommen- 
den Gruppen nichthomogener Substitutionen ungeändert bleiben, und 
durch welche sich alle anderen ungeändert bleibenden rationalen 
Functionen von z rational ausdrücken. Wir knüpfen an dieses Ergebniss 
eine Aufgabenstellung, welche wir als die zur jedesmaligen Gruppe 
gehörige Gleichung bezeichnen. Wir denken v/ns nämlich Z seinem Zahlen- 
werthe nach beliebig gegeben und verlangen, aus ihm das zuge^ige z 
als Unbekannte zu berechnen y oder anders ausgedrückt: mr betrauerten 
nicht mehr Z als Function von z, sondern z als Function von Z. Die 
Gleichung, welche solchergestalt der cyclischen Gruppe entspricht, ist 
nach Formel (59) 1. c. keine andere, als die binomische Gleichung: 

(•> (t)"- ^- 

Die anderen Gleichungen correspondiren genau so den Formeln (60)— (63) ; 
ich will sie hier kurz in der Gestalt 



(2) 



^' =z 



i^s"' 



zusammenfassen, die wir schon im vorigen Kapitel gelegentlich ge- 
brauchten. Dabei bedeuten i^2? ^s ^^^ -^i zusammen jene drei Haupt- 
formen, aus denen sich alle anderen invarianten Formen als ganze 
Functionen zusammensetzen, und v^, v^ sind jeweils der Tabelle zu ent- 
nehmen, die in § 9 des ersten Kapitels mitgetheilt wurde, und die ich 
hier der besseren üebersicht halber noch einmal hersetze: 



(3) 





»1 


"s 


"» 


N 


Bieder 


2 


2 


n 


2n 


Tetraeder 


2 


3 


3 


12 


Oktaeder 


2 


3 


4 


24 


. Ikosaeder 


2 


3 


5 


60 
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Ich habe dabei eine letzte, mit N überschriebene Columne hinzugefügt, 
welche den Grad der jeweils in Betracht kommenden Gleichung 
angibt*). 

Aber mit den Gleichungen (1), (2) ist nur erst ein Theil unserer 
früheren Betrachtungen umgekehrt; wir erhalten eine zweite Art der 
Problemstellung, indem wir auf die jedesmaligen invarianten Formen 
selbst zurückgehen. Diese Formen bleiben bei den homogenen Sub- 
stitutionen von der Determinante 1 im Allgemeinen nur bis auf einen 
Factor ungeändert. Indess ist es nicht schwer, unter ihnen diejenigen, 
bei denen dieser Factor gleich 1 ist, und die man die absoluten In- 
varianten nennen könnte, herauszuheben. Der Erfolg zeigt, dass sich 
diese absoluten Invarianten jedesmal aus dreien als ganze Functionen 
zusammensetzen; ich habe diese drei Formen in der nachstehenden 
Tabelle zusammen mit der zwischen ihnen jeweils bestehenden Identität 
angegeben. 

L CycUsche Gruppen. 

Formen: 2^22, Z^^y z^^^ 

Identität: {ß^z^y'' = e^^"" • z^^"". 

IL Diedergmppen. 
Beim Dieder hatten wir: 



(4) 



und die Relation: 

F^^ = F^^ + F;. 

Suchen wir jetzt die absoluten Invarianten, so erhalten wir bei. ge- 
radem n: 

Formen: F^^, F^^, F^F^F^] 

Identität: (F,F,F,y = F,' • F,' • (F,' - F^) ; 

und bei ungeradem n: 

Formen: F^^, F^^F^, F^F^, 

[Identität: {F^F^f • F^^ = (F^^F^) (F,^F^ — F^ + ^). 

HL Tetraedergruppe**). 

Formen: F^ = t, F^F^ = W, F^^ = 0«; 



(5 a) 



(5b) 



(6) 



[Identität: TT» = O» (0» — 12)/- 3- ^2). 



*) Ich werde auch den Grad von (1) im Folgenden gelegentlich mit N be- 
zeichnen. 

**) Bei Tetraeder und Oktaeder gebrauche ich jetzt im Gegensatze zu früher 
nur noch die nicht accentuirten Buchstaben. 
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(7) 



(8) 



IV, Oktaedergruppe, 

Formen: F^ = TT, F^^ = t\ F^F^ = x^; 

Identität: {xty = t^ {W — 108 ^). 

F. Ilwsaedergmppe, 

Formen: F^ = T, F^ = H, F^=f] 

Identität: T« + ^» - 1728/^ = 0. 

Wir denken uns jetzt im einzelnen Falle die drei in die Tabelle auf- 
genommenen f^ormen, in üebereinstimmung mit der zwischen ihnen 
bestehenden Identität; aber sonst beliebig, ihrem Zahlenwerthe nach 
gegeben und verlangen, die Werfhe der beiden Variabein 0^, z^ hieraus 
zu berechnen. So haben wir, was wir das zugehörige Formenproblem 
nennen wollen. Die Anzahl der Lösungssysteme eines Formenproblems 
beträgt immer 2N, unter N den Grad der correspondirenden Gleichung 
verstanden. Alle diese Lösungssysteme gehen dabei aus einem be- 
liebigen derselben genau so vermöge der 2^ homogenen Substitutionen 
hervor, wie dies bei den N Lösungen der jedesmaligen Gleichung mit 
Bezug auf die N nichthomogenen Substitutionen augenscheinlich der 
Fall ist. 

§ 2. Seduotion der Formenprobleme. 

Was die Lösung der Formenprobleme angeht, so können wir dicr 
selbe allemal vermöge der entsprechenden Gleichung und einer zu- 
tretenden Quadratwurzel bewerkstelligen. Nehmen wir z. B. die cyclischen 
Gruppen. So berechnen wir uns zuvörderst aus den Formen (4) die 
rechte Seite von (1): 



z= 



z, 



2n 



S 



(«.«»)" ' 



lösen dann (1), wodurch wir -^ = z erfahren, und gewinnen endlich 



^2 



Zu Z2 selber, indem wir diesen Werth von — ^ in die angegebene Form 



^2 



zweiten Grades Z1Z2 (die wir jetzt X nennen wollen) eintragen, worauf 

(9) ^2= ]/f ; ^1=^-^2 

wird. Im Falle der anderen Gruppen gestaltet sich die Sache ganz 
entsprechend. Denn nicht nur, dass das jedesmalige Z (2) sich auch 
bei ihnen rational aus den Formen (5) — (8) zusammensetzt, wir können 
aus diesen Formen auch immer rational einen Ausdruck aufbauen^ der 
vom zweiten Grade in z^, z^ isi Ich wähle als solchen in allen 
Fällen: 
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(10) X = ^^p- . 

Haben wir dann vermöge (2) den Quotienten -^ = ;ef bestimmt, so 



ergiebt der Vergleich mit (10): 



^2 



(11) ^^=|/^(^0^,) 



WO X(;2fi, 02) ^^® vorgegebene Grösse (10), X{0, 1) eine bestimmte 
rationale Function von 0: 

F, (z, 1) . F, (z, 1) 

bedeutet 

Hiermit haben wir nun zugleich das Mittel, um die bisherige 
Formulirung unserer Pormenprobleme zu vereinfachen, um dieselbe zu 
reduciren, wie wir sagen wollen*). Vermöge (9) und (11) hängen z^, z^ 
nur von X und Z ab, die ihrerseits rationale Functionen der Formen 
(4) — (8) sind. Wir tragen jetzt diese Werthe von z^, z^ in die Formen 
(4) — (8) ein. So werden diese Formen, weil sie alle geraden Grad 
haben, rational in X. Zugleich werden sie aber auch rational in Z. Denn 
sie stellen jetzt derartige rationale Functionen von z vor, die sich 
bei den N zugehörigen nicht homogenen Substitutionen nicht ändern. 
Wir werden also in der Folge, so oft von den Formenproblemen 
die Rede ist, uns nicht etwa die Formen (4) — (8) gegeben denken 
[wobei wir immer die zwischen ihnen bestehenden Identitäten be- 
rücksichtigen müssten], sondern lieber gleich von vornherein die Aus- 
drücke Z und X, und nun z^j z^ als Functionen dieser beiden Grössen 
betrachten. 

Ich theile hier noch die rationalen Functionen von Z und X 
explicite mit, denen die Formen (4) — (8) gleich werden. Man verificirt 
dieselben leicht, indem man einerseits darauf zurückgeht, wie sich 
Z und X aus den Formen (4) — (8) zusammensetzen, andererseits den 
zwischen diesen Formen bestehenden Identitäten Rechnung trägt. 
Ich finde: 

I, hei den cyclischen Gruppen: 
(12) «i;?, = X, zX-^Z-X-, 4" = 4- 5 



*) Dass eine solche Reduction möglich sei, bemerkte mir gelegentlich Hr. Nöther, 
welcher dieselbe in ganz anderer Weise aas seinem allgemeinen Untersuchungen 
über Flächenabbüdang ableitete. 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 5 
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IL beim Dieder: 
für gerades m: 

.(13 a) F,'=^^f--^, F,' = - 



F,F,F, = - 



and fiir angerades n: 



USb) /',* = ^i^-. Fr-F, = - 
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IT _ _ ^' • i^ - ^y V V — — A'* • (Z - 1)^ 
(14) /-i — _^^^^ , x'./'j— ^^2if > 



FJ^ = — 



A^ . vZ — IV 



51S4 I — 3 . Z ' 

iF. ?i«^#MJ OltatJer: 
.-X T- ,. A*. Z-^1- ^. ,-, A*.(Z — n» 

F. fttViw IJ:*jsaiiier: 

(w\ F, = 12 • . -^'' ^^F— . j; = - 12' • -^- 'Ir— , 

-f; = - 125.^^^^—- 

§ 3. Plan der folgenden Untersnchnngen. 

Es gilt jetzt, die nunmehr gewonnenen Fundamentalaofgaben in 
doppelter Hinsieht zu discutiren, namlieh in functionentheoretischem 
und algebraischem Sinne. Indem wir die Untersuchungen letzterer Art 
bis zum folgenden Kapitel verschieben, wenden wir uns sofort den 
functionentheoretischen Betrachtungen zu. 

Es ist r. die Unbekannte der einzehien Gleichmka. Function von 2! 
allein, wahrend die -j. r^ des entsprechenden FonntiqyfxHans ausser- 
dem Tou X abhangen. Nun ist aber die Art dieser Abhängigkeit nach 
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den Formeln (9) und (11) so überaus einfach, dass wir nicht länger 
bei ihr zu verweilen brauchen. Wir werden also auch z^, z^ nur in- 
sofern discutiren, als sie Functionen von Z sind. 

Eine solche Untersuchung spaltet sich naturgemäss in zwei Theile. 
Es gilt zunächst, eine allgemeine Uebersicht über die verschiedenen 
Zweige unserer Functionen zu gewinnen, dann aber Mittel anzugeben, 
um den einzelnen Fundionszweig durch convergente Processe (also etwa 
durch Potenzreihen) zu berechnen. Das Erstere erreichen wir in unserem 
Falle sehr einfach durch die Methode der conformen Abbildung (§ 4, 5). 
Wir erfahren damit zugleich die Form der Reihenentwicklungen, die 
für die verschiedeneu Zweige unserer Functionen in Betracht kommen 
(§ 5). Es werden uns sodann die Coefficienten dieser Entwicklungen 
durch den Nachweis geliefert, dass z in Bezug auf Z einer einfachen 
Differentialgleichung dritter Ordnung genügt und in Folge dessen die 
Wurzeln z^, z^ des parallellaufenden Formenproblems als Lösungen 
einer homogenen, linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ratio- 
nalen Coefficienten erscheinen (§ 6—9). Endlich beweisen wir in § 10, 
dass auf Grund der letztgenannten Differentialgleichung Zi, z^ parti- 
culäre Fälle der Biemann' sehen P-Function sind, womit unsere Unter- 
suchungen an ein wohlumgrenztes und vielfach untersuchtes Gebiet der 
modernen Analysis angeschlossen erscheinen. 

Was die Resultate angeht, die wir auf solche Weise gewinnen, 
so sind dieselben der Hauptsache nach bereits alle in der oben ge- 
nannten Arbeit von Hrn. Schwarz enthalten*); nur dass bei Hrn. 
Schwarz die Anordnung des Stoffes genau die umgekehrte von der- 
jenigen ist, die wir hier einhalten. Ausgehend von der Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Reihe construirt Hr. Schwarz zunächst 
die Differentialgleichung dritter Ordnung, von welcher der Quotient z 
zweier Particularlösungen z^j z^ dieser Differentialgleichung abhängt. 
Er untersucht sodann die xjonforme Abbildung, welche z von den bei- 
den Halbebenen der unabhängigen Variabein Z entwirft, und steigt 
endlich durch die Forderung, dass z eine algebraische Function von Z 
sein soll, zu den von uns betrachteten ;g?-Functionen und den sie defi- 
nirenden Fundamentalgleichungen auf**). Wir, umgekehrt, beginnen 
mit diesen Gleichungen, construiren aus ihnen die conforme Abbildung, 
erschliessen dann die Existenz der Differentialgleichung dritter Ordnung, 

*) üeher dienigen Falle ^ in welchen die Gaussische hy per geometrische Reihe 
eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt. Borchardt's Journal, 
Bd. 76, p. 292—336 (1872). 

**) Ich resumire im Texte von den dnrch Hrn. Schwarz erhaltenen Resultaten 
nur diejenigen, welche zu unserer eigenen Darstellung unmittelbaren Bezug haben. 
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der z genügt, und gehen von dieser endlich zur DiflFerentialgleichung 
zweiter Ordnung der P-Funetion, oder, was im Wesentlichen dasselbe 
ist, der hypergeometrischen Reihe über. Es sei dabei gleich hier er- 
wähnt, dass wir bei diesem letzten Schritte einen Gedanken verwerthen, 
den Hr. Fuclis in seinen schon oben genannten Abhandlungen eingeführt 
hat*), indem wir nämlich X^z^, z^, also eine von z^, z^ abhängige 
Form, direct durch Z darstellen. 

Natürlich würde ich die hiermit bezeichneten Entwickelmigen noch 
sehr viel kürzer haben zusammenziehen können, hätte ich betreflFs der 
Riemann'schen P-Function specielle Kenntnisse voraussetzen oder auch 
nur die allgemeinen Grundzüge der modernen Theorie der linearen 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten benutzen wollen, 
wie diese Hr. Ficchs im 66. Bande von Borchardt's Journal entwickelt 
hat**). Indem ich hierauf verzichte, gewinnt meine Darstellung die 
Bedeutung, in einen Theil der gerade genannten Untersuchungen auf 
verhältnissmässig kurzem Wege einzuführen. Ich möchte in diesem 
Betracht gleich hier auf § 3 des fünften, hier folgenden Kapitels ver- 
weisen, wo im Anschlüsse an die jetzt gegebene Entwickelung un- 
mittelbar die allgemeinsten linearen Dififerentialgleichungen zweiter. 
Ordnung mit rationalen Coefficienten bestimmt werden, welche durch- 
aus algebraische Integrale haben. 

§ 4. Ueber die oonforme Abbildung durch die Ftmotion z{Z). 

Indem wir uns jetzt zur conformen Abbildung hinwenden, welche 
durch z{Z) vermittelt wird, deuten wir in früherer Weise die com- 
plexen Werthe von z = x -{- iy auf der Kugelfläche, während wir 
Z = X -{- iY in einer Ebene interpretiren***). Wir construiren in 
der Ebene Z die Axe der reellen Zahlen und zerlegen dieselbe so in 
eine positive und eine negative HaTbebene. Wir markiren ausserdem, so 
lange es sich um die binomischen Gleichungen (1) handelt, die beiden 
Punkte Z= 0, oo, andernfalls aber die drei Punkte Z = 1, 0, cx). 

Ein Blick auf die Gleichungen (1), (2), beziehungsweise auf die 
ausführlicheren Formeln (59) — (63) des vorigen Kapitels belehrt uns, 
dass bei den binomischen Gleichungen die n in Betracht kommenden 

*) Siehe das Citat auf pag. 58. 

**) Zur Theorie der linearen Differentialgleichung mit veränderlichen Coefficienten 
(1866). 

***) Wer mit der Theorie der conformen Abbildung nicht hinreichend vertraut 
ißt, wird Hrn. Holzmüller* s neuerdings erschienenes Werk: Einführung in die 
Theorie der isogonalen Verwandtschaft und der conformen Abbildungen etc. [Leipzig, 
1882] mit Nutzen zu Bathe ziehen können. 
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Functionszweige bei Z = und Z =^ oo alle im Cyclus zusammen- 
hängen, währeud in den übrigen Fällen von den J\r vorhandenen Zweigen 
bei Z=\ je v^, bei .2^=0 je Vjji ^^^ Z = oo je Vg cyclisch ver- 
bunden sind. Nun sage ich, dass die Function z(Z) auch keine anderen 
Ver^weigimgen darbietet, als die hiermit angegebenen. Allgemein nämlich, 

wenn Z als rationale Function von jsf = — ^ in der Form gegeben ist: 

[wo 9>, ^ ganze homogene Functionen der beigesetzten Argumente 
vom Grade N sein sollen], so findet man diejenigen Werthe von 2 
und also von Z^ für welche Verzweigungen statt haben, indem man 
die Functionaldeterminante (2N — 2)^'^ Grades: 

dq> dtp d'^ dtp 

dt^ oz^ dz^ dz^ 

gleich Null setzt; verschwindet dieselbe ^-mal an einer Stelle z =^ Zq, so 
hängen dementsprechend (^ + 1) Zweige der Function ^ bei Z = Z^ 
im Cyclus zusammen*). 

Berechnen wir nun in einem beliebigen unserer Fälle (1), (2) diese 
Functionaldeterminante, so kommen wir immer auf die Verzweigungs- 
punkte zurück, die wir schon kennen. Denn im Falle der binomischen 
Gleichungen erhalten wir einfach: 

und bei den übrigen Gleichungen, mit Rücksicht darauf, dass v^ alle- 
mal = 2 und F^ die Functionaldeterminante von F^ und F^ ist: 

WO die verschiedenen Wurzeln von i^^ = alle Z = 1, diejenigen von 
i^2 = Z = 0, endlich die von -F3 = Z = 00 ergeben**). 



*) Die hiermit formnlirte Regel weicht von der in den Lehrbüchern angege- 
benen durch den Gebrauch der homogenen Variabein z^ , z^ ab. Derselbe ist des- 
halb vortheilhaft, weil er endliche und unendliche Werthe von z^ wie dies die 
geometrische Interpretation von z auf der Kugel und überhaupt die moderne Auf- 
fassung des Unendlichen verlangt, in eine Form der Aussage zusammenzufassen 
gestattet. 

**) Zur Begrtindung unseres Schlusses hätten wir dieser expliciten Berechnung 
der Functionaldeterminante eigentlich gar nicht bedurft, sondern es hätte genügt, zu 
bemerken, dass die Gesammtzahl der mit der richtigen Multiplicität gezählten Ver- 
zweigungspunkte bei Z =^ 0, 00, bez. bei 2/ «= 1, 0, 00 mit dem Grad (2JV — 2) 
der Functionaldeterminante übereinstimmt. [Wir müssen dabei jedesmal auf v 
im Cyclus zusammenhängende Zweige {v — 1) Wurzeln der Functionaldeterminante 
rechnen.] 
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Die hiermit gewonnenen Angaben genügen bereits, um die ge- 
suchte conforme Abbildung der Art nach vollkommen zu charakteri- 
siren. Bezeichnen wir als w-Eck jede auf der Kugel gelegene^ mit der 
nöthigen Anzahl von Ecken versehene, aber übrigens mit stetig ge- 
krümmten Curven begrenzte Figur, und beachten wir noch, dass Z in 
rational ist, und also jedem Z N Werthe von z, jedem aber nur ein 
Werth von Z zugehört, so haben wir sofort: 

Vermöge der binomisehen Gleichung (1) werden die heiden Halbebenen 
Z alternirend auf 2N Zweiecke der 2 -Kugel abgebildet , welche in den 

Polen der z- Kugel (d, h, cfen Punkten z^Z2='0) mit Winkeln =^ 

zusammenstossen und die z- Kugel vollständig aber nirgends mehrfach 
überdecken. 

Genau so werden in den Fällen (2) die Halbebeiten Z abwechselnd auf 

2 N Dreiecke der Z- Kugel abgebildet, die mit Winkeln gleich — , — , — 

je an einen Punkt von F^ = 0, einen Punkt von F^ = und einen Punkt 
von i^3 = hinanreichen. 

Wir beachten jetzt, dass alle Wurzeln von (1) oder (2) aus einer 
beliebigen derselben jedesmal durch N lineare Substitutionen, denen 
Drehungen der ^-Kugel um den Mittelpunkt entsprechen, aus einander 
hervorgehen. So schliessen wir unmittelbar: 

Die N Zweiecke oder Dreiecke ^ welche im einzelnen Falle der posi- 
tiven Halbebene Zy sowie die N Zweiecke oder Dreiecke^ welche der nega- 
tiven Halbebene Z entsprechen, sind beziehungsweise unter einander con- 
gruent 

Endlich aber erinnern wir uns des Satzes, den wir im Schluss- 
paragraphen des vorigen Kapitels aus der Existenz der erweiterten 
Gruppen ableiteten. Wir zeigten dort, dass Z reelle Werthe nur 
längs derjenigen grössten Kreise der ;2f- Kugel annimmt, welche von 
den Symmetrieebenen der jedesmaligen Configuration ausgeschnitten 
werden. Nun trennen die reellen Werthe von Z innerhalb der 
if-Ebene die beiden unterschiedenen Halbebenen. Daher haben wir 
schliesslich: 

Die Begrenzungslinien der Zwdecke und Dreiecke sind keine anderen^ 
als die erwähnten Symmetriekreise, und es fallen also unsere Zweiecke 
und Dreiecke mit denjenigen Figuren zusammen, welche wir in § 11 des 
ersten Kapitels als FutidamentaTbereiche der erweiterten Gruppen be- 
zeichnet haben. 

Ich bitte den Leser, sich selbst die hiermit bezeichneten gestalt- 
lichen Verhältnisse recht anschaulich machen zu wollen; est ist hier nicht 
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der Ort, um dieselben noch eingehender zu discutiren *). Die Ab- 
bildung, welche den binomischen Gleichungen entpricht, ist natürlich 
mannigfach sonst untersucht worden, nur dass man durchweg die 
;8f-Kugel durch eine Ebene ersetzt hat, auf welche wir unsere Kugel 
vermittelst stereographischer Projection bezogen denken müssen**). 

üebrigens will ich in den Entwickelungen der folgenden Para- 
graphen die binomischen Gleichungen und überhaupt die cyclischen 
Gruppen, bei der Sonderstellung, welche sie den anderen Fällen gegen- 
über einnehmen, bei Seite lassen und nur jedesmal unter dem Texte 
die auf sie bezüglichen einfachen Resultate angeben. 

§ 5. Verlauf der Function 0^, 02^^^ Allgemeinen; Beihenentwiekeliingen. 

Bei der geometrischen Deutung der Functionen 0(Z\ wie wir sie 
im vorigen Paragraphen gegeben haben, ruht das Charakteristische 
darin, dass wir nicht etwa über der Z-Ebene eine vielblättrige Fläche, 
sondern auf der ;ef-Kugel eine Gebietseintheilung construirt haben***). 
Handelt es sich jetzt darum, den Verlauf der Functionen z^ (Z), Z2 (Z) zu 
überblicken, so verlegen wir dementsprechend die Betrachtung abermals 
auf die ;2f-Kugel, Indem wir die cyclischen Gruppen nach Verabredung 
bei Seite lassen, haben wir auf die Formeln (11) zu recurriren, die 
wir folgendermassen schreiben wollen: 



(17) 02=y^^ F^^,^ i)^'f%,1)' ^i = ^-^2- 

Es erscheinen hier jer^, Z2 ^^s eindeutige Functionen des Ortes auf einer 
die j8f- Kugel überdeckenden zweiblättrigen Fläche, welcjie in allen 
Punkten JP^ = 0, oder F2 = 0, oder auch jPg = (den Punkt ;? = 00 
nicht ausgeschlossen) Verzweigungspunkte besitzt, also dem Geschlechte: 

angehört. Wir bestimmen für die einzelne Function sofort die JfuU- und 
Unendlichkeitspunkte, die natürlich in resp. gleicher Zahl vorhanden sein 

*) Was insbesondere die Ikosaedergleicbung angeht, so gibt ein Blick auf die 
Figur den hübschen Satz: dass diese Gleichimg für reelles Z allemal 4 und wu/r 4 
reelle Wwrzeln besitzt, 

**) In seinen ^^Vorleswngen über mathematische Physik*^ (Leipzig, 1876) be- 
zeichnet Hr. Kirchhoff diejenigen ebenen Figuren, welche unseren Zweiecken ent- 
sprechen, als Sicheln. 

***) In ähnlicher Weise kann man den Verlauf jeder eindeutigen Function 
Z = F{z) zur Anschauung bringen. Man vgl. z. B. 0. Herrmann: Geometrische 
Untersuchwngen über den Verlauf der elliptischen Transcendenten im complexen 
Gebiete, Schlömilch's Zeitschrift Bd. 28 (1883). 
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mütiseD. Was zunächst s^ betrifft, so verschwindet es, und zwar je einfach*), 
für alle Punkte von F^ = und überdies für 5 = oo, im Ganzen also 

für ( 1- 1 ) Punkte; dagegen wird es für alle Punkte von F^^=0 

und diejenigen Punkte von F^ == 0, die nicht nach z = 00 fallen, 
je einfach unendlich; die Zahl der Unendlichkeitsponkte ist also 

1 1 ) , was in der That, vermöge der bei uns in Betracht 

kommenden Zahlenwerthe der N und v mit l f- 1 ) übereinstimmt. 

Ganz ähnlich bei z^, nur dass die beiden Punkte ^ = und 5 = 00 
(welche beide zu den Wurzelpunkten von F^ = gehören) ihre Rolle 
vertauscht haben. 

Wir können jetzt die Art der Reihenentwickelungen, welche unsere 
drei Functionen z, z^y z^ in der Nähe der singulären Stellen Z= 1, 0, 00 
gestatten, mit leichter Mühe angeben. Ich bringe dies hier nur so 
weit zur Ausführung, als wir es in den folgenden Paragraphen ge- 
brauchen. Verabreden wir für einen Augenblick (wie es auch sonst 

üblich ist), dass Z — Zq für Zq = oo den Werth -^, z — z^ ent- 
sprechend för Zq = 00 den Werth — bedeuten soll Sei ferner Zq einer 

der Werthe von z, welche Z = Zq zugehören. So haben wir aus der 
conformen Abbildung des vorigen Paragraphen unmittelbar den fol- 
genden allgemeinen Satz: 

In der Nähe von Zq =1,0, 00 lässt sich (z — Zq) in eine an- 
steigende Potenzreihe entwickeln: 

(19) 0-0,==a{z-z,y +hiz- z,y +...., 

WO V der Beihe nach die Zahlen v^jV^^ 1/3 bedeuten soll, und der Coefficient a 
von Null verschieden ist. 

Wir betrachten jetzt insbesondere den Fall Zq=^ 00, Zq = und 
die zugehörigen Entwickelungen von z^, z^- Die Formel (2), auf welche 
wir hier zurückgreifen müssen: 

-^^'=z, 



n 



♦) Man sagt von einer Function, die auf einer zweiblättrigen Fläche in einem 
Verzweigungspunkte Zq Null oder unendlich wird, dass sie einfach Null oder un- 



2 



endlich werde, wenn sie in erster Annäherung sich wie G (z — Zq)\ bez. wie 
C{z — Zq) * verhält. Ist Zq = oo, so haben wir statt {z — z^) den Ausdruck — 



in Betracht zu ziehen. 
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enthält linker Hand den Factor mit einer rationalen Function von 

z''^ multiplicirt, welche für z = den Werth + 1, beziehungsweise 
beim Ikosaeder den Werth — 1 annimmt. Daher haben mr zunächst 
für z die Entwickelung : 



1 



WO das Minuszeichen allein beim Ikosaeder zur Anwendung kommt^ 
und ^ { Y) ®i^® nach ganzen Potenzen von -y fortschreitende Reihen- 

eniwickelung bedeutet, deren erster Coefficient gleich + 1 ist. Wir 
betrachten jetzt die Formeln (17). Der in ihnen, auf tretende Quotient 

Fr {Z. 1) 

F, {z, 1) . F, (z, 1) 

zerlegt sich in das Product von — in eine rationale Function von z^\ 

z 

welche wiederum für z = in den übrigen Fällen gleich + 1 ? beim 
Ikosaeder aber gleich — 1 ist. Indem wir jetzt für z die Reihen- 
entwickelung (20) eintragen, zerstören sich offenbar die beiden beim 
Ikosaeder auftretenden Minuszeichen, insofern 1/3 beim Ikosaeder eine 
ungerade Zahl ist. Daher erhalten mr aus (17) und (20) für z^, z^ in 
allen Fällen folgende Reihenenttviclcelung: 



(21) 



, / ^ V 2»-, 



'^-y^-{i) '•^i(i)' 



2n 



wo ^1, ^2 Potenzreihen sind, die nach ganzen Potenzen von -y fort- 
schreiten und mit dem Terme + 1 beginnen. 

Wir werden erst in § 10 auf die hiermit* gewonnenen Formeln 
zurückkommen. Erinnern wir uns einstweilen, dass c beim Dieder 
= — 1, beim Tetraeder = -f- 1 ist, während es beim Oktaeder den 

Werth -^ und beim Ikosaeder den Werth besitzt. 

§ 6. Uebergang zu den Differentialgleiohungen dritter Ordnung. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung derjenigen Differential- 
gleichung dritter Ordnung mit rationalen Coefficienten, welcher Zy wie 
oben behauptet wurde, in Bezug auf Z genügt. Dieselbe entsteht da- 
durch, dass alle N Zweige von z lineare Functionen des einzelnen unter 
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ihpiCfi sind, und zwar auf folg^ide Weise: üuter ti eine beliebige 

Function von Z verstanden, eliminire man allgemein zwischen ^'^ T ^ 

und seinem ersten, zweiten und dritten Differentialquotienten die 3 Con- 
stanten a : ß : y : d. So gewinnen wir einen Differentialausdruck dritten 
Grades, welcher bei beliebigen linearen Transformationen von i^ ungeändert 
bleibt. Indem wir jetzt für tj unser z substituiren, wird dieser Diffe- 
rentialausdruck, wegen der erwähnten Eigenschaft der JV Functions- 
zwe^e von z^ unabhängig von dem Zweige, den wir auswählen mögen, 
einen bestimmten Werth annehmen. Dalter ist für ti = z besagter 
Differentidlausdruck eine eindeutige Function von Z, und also auc/i (weil 
2 in Z algebraisch ist) eine rationale Function von Z. Iiidem wir ihn 
der geeigneten rationalen Function von Z gleich setzen, haben wir 
die in Aussicht genommene Differentialgleichung dritter Ordnung, der 
Yi = z als Particularlösung genügt. 

Es handelt sich zunächst darum, den betreffenden Differentialausdruck 

dritter Ordnung wirklich zu büden. Sei 5 = 1] ^ , oder, wie wir 

schreiben wollen: 

Ynt — ccfi + d5— /} = 0, 

so folgt durch successives Differentüren nach Z: 

Y in't + 2i?'r + nn - «V' + *r = o, 
r (,^'"5 + 3i?"r + 3^5" + nn - «V" + *r' = o. 

In den drei so gewonnenen Gleichungen ist ß von selbst in Wegfall 
gekommen; die Elimination der anderen Constanten gibt nach leichter 
ßeduction: 

t' n . 

, 3ij"g' + 3,,'r r »r 

oder auch, unter Trennung der Yariabelen: 

r 2 \^ f' ; "i 2 \r{ ) ' 

Der gesuchte DifferentiaJausdrt(ck ist also: 

(99) j1 _ A {£V . 

icir xcerden denselben in der Folge mit [i^], oder audi mit [i;J^ hezeichnen*). 

*) Nach einer Mittheilung, welche ich Hm. Scfitcarz verdanke, kommt dieser 
Aasdrack bereits in Lagranges Untersuchungen über conforme Abbildong vor 
(.S'ur la canstruction des cartes geographiques , Nouveanx Memoires de rAcadämie 
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Wir wollen hier noch berechnen, wie [iy]^ sich ändert, wenn wir 
statt Z eine neue Variable Z^ einführen. Sei 

SO folgt der Reihe nach: 

dri dri ^, 



dZ^ dZ 

d^n d^ri y,^ , d7\ yn 

dZ^^ ~ dZ^ ' ^ '^ dZ ' "^ ' 

d^V d^Tl ^,3 , o d*ri fjr ryn , dl\ y,n 



dZ^^ dZ^ ^ ' " dZ^ ^ dZ 

Dalier: 

(23) [ri\-\.n\z-Z" + {_Z],^, 

was die gesuchte Formel ist. Hängt insbesondere Z von Z^ linear ab: 

y AZ,+B 
^~ CZ^+D ^ 

so kommt hier [Z]^ noch in Wegfall und wir haben einfach: 

§ 7. Zusammenliang mit den linearen Differentialgleiohnngen zweiter 

Ordnung. 
Ehe wir weiter gehen, wollen wir den Zusammenhang der be- 
sprochenen DiflFerentialgleichungen dritter Ordnung mit den homogenen, 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung darlegen, wie der- 
selbe sogleich zur Geltung kommen soll. Sei allgemein eine lineare 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten gegeben: 

(25j y" +i> • y' + 2 • 2/ = 0. 

Unter y^, y^ irgend zwei Particularlosungen derselben verstanden, 

setzen wir: 

Wenn wir dann Z in seiner Ebene irgend welche geschlossene Wege 
beschreiben lassen, so wird dabei ri immer nur in lineare Functionen 

— J] ^ seiner selbst übergehen können. Denn nach jedem solchen 



de Berlin, 1779). Vergleiche übrigens Hm. Schwarz' wiederholt genannte Abhand- 
lung in Bd. 75 von Borchardt's Jonmal, wo weitere literarische Notizen zusammen- 
gestellt sind. In den Sitzungsberichten der sächsischen Gesellschaft vom Januar 
1883 habe ich darzulegen versucht, welch' innere Bedeutung eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung: [ij] = f{z) erhält, wenn man von der im Text be- 
sprochenen Entstehimg des Ausdrucks [ij] ausgeht. 
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umlaufe haben sieh j/^, y^ ^° gewisse lineare Combinationen von 
Vi) 2/2 verwandelt. Daher schliessen mr, dass unser ri einer Differential- 
gleichung dritter Ordnung der gerade betrachteten Art genügt: 

(26) Mz = '-(Z), 

unter r (Z) eine rationale Function von Z verstanden. 

Es soll sich jetzt darum handeln, dieses r{Z) aus den Coefficienten 
p, q von (25) zu berechnen. Nach Voraussetzung ist: 

y/'+i'-y/ + «•2/2 = 0, 

also durch Combination beider Gleichungen: 

(27) (y"y, — y/'yj +p(yi'y, — y^^y^) = 0. 

Wir haben ferner: 

(28) y/y. - y/ ^L- = ^; 

y^ 

woraus durch logarithmisches Diflferentiiren: 

Vi^Va — y2"yi 9 ?/2' _ ^" 



yi y2 — y2 Vi y^ v 

oder, vermöge (27): 



// 



^ _ ^ o Vi 



(29) J^_ = _-p_2 

^ ^ ^ ^ y2 

Durch nochmaliges Diflferentiiren folgt hieraus: 

V \'n J yi \y^i ) 

und also durch Combination mit (29): 



M = ~v/-i^'-2^-2p 



y2 



2 -^ ^ ya "^ y2 

Nun sind die Terme, welche hier rechter Hand das y^ enthalten, ver- 
möge der für y^ geltenden Differentialgleichung zweiter Ordnung gerade 
gleich 2q, Daher finden wir: 

(30) M^ = 22-|/-/, 

was die gewünschte Endformel ist. 

Gehört so zu jeder linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung (25) 
eine bestimmte Differentialgleichung dritter Ordnung (26), so gehören 
oflfenbarzujederDifferentialgleichung(26)unendlich viele Gleichungen (25). 
Wir haben nur zu setzen: 

(31) 2q-\p^-p'^r 

und werden dabei das p (als rationale Function von Z, wenn wir 
darauf Gewicht legen) noch beliebig annehmen können, worauf das g 
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(und zwar wieder als rationale Function von Z^ wenn p und r rational 
sind) eindeutig bestimmt sein wird. 

Offenbar ist (26) vollständig gelöst, wenn das Gleiche von einer 
der zugehörigen Gleichungen (25) gilt. Aber auch umgekehrt lassen 
sich die Losungen von (25) sehr einfach angehen, wenn man die Lösungen 
der zugehörigen Gleichung (26) als bekannt ansieht Man schliesst näm- 
lich aus (27) durch Integration in bekannter Weise: 

(32) , j/i'j/2 — J/2>j = Ice'^^'^^ 

unter k die Integrationsconstante verstanden. Verbinden wir dies mit 
(28), so folgt: 

>i = ^ • y^y 

(33) ' ^ 



-s-fpäZ 
Vi 



-n 



Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung verlangt also, nach- 
dem vorher die zugehörige Differentialgleichung dritter Ordnung gelöst 
ist, zu ihrer Lösung nur noch eine einzige Quadratur. 

§ 8. Wirkliche Aufstellung der Differentialgleiohung dritter Ordnung 

für z {Z). 

Um jetzt die Differentialgleichung dritter Ordnung wirklich auf- 
zustellen: 

der unser z als Particularlösung genügt, benutzen wir, was über die 
Reihenentwickelungen von {z — z^ nach Potenzen von {Z — Z^ in 
Formel (19) enthalten ist. Wir denken uns diese Reihenentwickelungen 
explicite hingeschrieben und aus ihnen durch directe Differentiation 
eine Reihe für [z]^ berechnet. Als Anfangsglied dieser Reihe (die 
übrigens nach ganzen Potenzen von {Z — Z^ fortschreiten muss, weil 
[z]^ eine rationale Function von Z ist) ergibt sich bei Zq = 1, 0, oo 
beziehungsweise: 

Vj* — 1 Vj* — 1 v^^—l 



2i;i*(Z~l)2' 2^2* . Z» ' 2vg* • Z« 

Nun sage ich ferner, dass [^]^ an einer Stelle Zq, die von 1, 0, cx> 
verschieden ist, sicher nicht unendlich wird. An einer solchen Stelle 
haben wir nämlich (wie wieder aus der conformen Abbildung folgt): 

e-g^==a{Z-Z,)-\-h{Z-Z^r + •■.., 

WO a ^ 0, und hieraus für [z]^ eine nach ganzen Potenzen von {Z — Z^) 
fortschreitende Reihe, welche nur positive Exponenten besitzt. Wir 
setzen, diesen Resultaten entsprechend: 
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r (Z>i = - ^^'"^ 4- -A_ I <-^ I _?_ j. (7 

WO Ay B, C Constante sein werden, und müssen diese nun so be- 
stimmen, dass die Reihenentwickelung, welche r {Z) in der Nähe von 

Z = oo nach steigenden Potenzen von -^ zulässt, das gerade an- 

gegebene Anfangsglied -^^-ä — ^ besitzt. Der Erfolg mgt, dass Ä, JB, C 

durch diese Forderung vollständig bestimmt sind. In der That kommt 
unmittelbar: 

C = 0, Ä + B = 0, ^^^+ ''%""/ +^ = ^^^» 

Indem unr eintragen, tvird unsere Differentialgleichung einfach: 

1.1 1 



(34) M^ = ^2 (^ _ 1)2 + 2 V • ^' "' ^ 2 (if — 1) -2^ ' 

wo nun für Vj, 1/2, v^ die Zahlenwerthe unserer Tabelle (3) gesetzt 
werden mögen*). 

Die drei kritischen Punkte Z= 1, 0, cx) treten in dieser DiflFe- 
rentialgleichung, eben weil der eine dieser Punkte bei Z = 00 liegt, 
formal nicht mit derjenigen Symmetrie auf, die ihrer eigentlichen Be-^ 
deutung entspricht. Wir werden dies sofort verbessern, wenn wir 
statt Z irgend eine lineare Function von Z, die für Z== 1, 0, cx) 
irgend drei endliche Werthe a^, «2? % annimmt, als neue Veränder- 
liche einführen. Indem wir die Formel (24) benutzen, übrigens aber 
die neue Variable selbst wieder Z nennen, kommt: 

WO nun, wie man sieht, alle wünschenswerthe Symmetrie herrscht. 

§ 9. Lineare Differentialgleiohungen zweiter Ordnung für ^^ und 02 - 

Die Entwickelungen des § 7 setzen uns jetzt in die Lage, die 
allgemeinste lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ratio- 
nalen Coefficienten anzugeben: 



*) Für die binomische Gleichung (1) kommt als entsprechende Differential- 
gleichang durch directe Differentiation: 

r 1 w^ - 1 1 

iViz = ^ « • -vT • 
2n ^ 
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(36) y" + p • 2/' + g • y = 0, 

welche zwei Particularlösungen j/j, j/2 ^^^? deren Quotient gleich un- ^ 
serem Z ist, wir haben nur noch Formel (31), (34) 
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-1 



zu setzen. Ich sage nun, dass unier diesen I}iiferentialgleichungen jedes- 
mal eine ist, welcher die Wurzeln z^ , z^ unseres Formenproblems genügen. 
In der That können wir wieder von vornherein erkennen, dass die 0^, z^ 
Particularlösungen einer linearen Dififerentialgleichung zweiter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten sein müssen. Seien nämlich z^^, 0^ zwei zu- 
sammengehörige Zweige unserer Functionen, so drücken sich beliebige 
andere Zweige als lineare homogene Functionen dieser z^y z^ aus. Sie 
genügen daher alle der folgenden Dififerentialgleichung: 

y y y 



dZ^ dZ ^1 

dZ^ dZ ^2 



= 0. 



Hier schliessen wir nun sofort, dass sich die Coefficienten, welche y", y', y 
bei Ausrechnung dieser Determinante erhalten, wie rationale Functionen 
von Z verhalten. Sie sind sogar ohne Weiteres selber rationale Functionen. 
Denn ersetzen wir Zj^, z^ durch irgend ein anderes Paar zusammen- 
gehöriger Zweige von z^, z^i 

cc^i' + ^ V, y^i' + W> 
so bleiben diese Coefficienten, weil ad — ßy vermöge der Definition der 
Formenprobleme immer gleich 1 ist, nach dem Determinantenmulti- 
plicationssatze überhaupt ungeändert. 

Es kommt jetzt darauf an, aus der Gesammtheit der Differential- 
gleichungen (36) die eine auszusuchen, welcher z^ und Z2 genügen. Es 

seien y^, y^ solche zwei Lösungen von (36), dass — = z. So wollen 

2/2 

tmr vorab allgemein 

berechnen. Wir gehen zu dem Zwecke von der Gleichung aus: 

Fl' ip. 1) 
Indem wir dieselbe diflferentiiren und, wie oben, beachten, dass allemal 
Fl von einem Zahlenfactor abgesehen die Functionaldeterminante von 
F^ und F^ ist, erhalten wir, unter c' eine geeignete Constante verstanden: 
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, F ^-^ (z, 1) • F. (z, 1) , 

C ' ni ■ — — • » = 1 , 

FJ'+i (z, 1) 

oder auch, unter Einführung eines anderen geigneten Multiplicators c": 

y' y ^1 (^> ^) ' 1 

\''^' F, {z, 1) . F, {z, 1) • ^ - ^• 
Hier setzen wir letzt jer= — • So kommt: 

oder endlich, indem wir die Bezeichnung X und übrigens die Formel 
(32) heranziehen: 

(37) X {y„ y,) = h. c" ■ Z ■ e-f»'^^, 

was die gewünschte Formel ist. 

Nun war für die Lösungen z^, z^ unserer Formenprobleme nicht 

nur -^ = Zy sondern es war auch bestimmt, dass X^z^, z^ von Z 

unabhängig sein sollte. Wir werden also den Coefßcienten p der ent- 
sprechenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung so annehmen 
müssen, dass Z aus der zugehörigen Formel (37) überhaupt herausfällt. 
Dies gibt, wie man sieht. 

Indem wir diesen Werth in (36) eintragen, haben wir die gesuchte 
Differentialgleichung gewonnen. Dieselbe lautet nach leichter Umsetzung^): 

(38) ,"+|. + j^^-L_. (_i,+ z(^_L+^__l + i)_|;) = o. 

§ 10. Beziehungen zu Biemann's P-Function. 

Wir haben jetzt alle Mittel, um z^ , z^ und aus ihnen ;8? = -^ in 

^2 

der Umgebung irgend einer Stelle Z ^= Zq durch Potenzreihen zu be- 
rechnen. In der That sahen wir in § 5, wie man im einzelnen Falle 
die Art dieser Potenzreihen bestimmen kann, und haben nun einfach, 
um die noch unbekannten Cofficienten der Reihenentwickelung zu finden, 
die Reihen selbst in (38) zu substituiren. Wollen wir dies insbesondere 
für die Umgebung des Punktes Z = 00 ausführen, so können wir un- 
mittelbar die Formeln (21) benutzen. 



*) Für die Lösungen z^ , z^ des Formenproblems der cyclischen Gruppen findet 
man in ähnlicher Weise: 

y"+vi y_ 
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Wenn ich den hiermit bezeichneten Schritt nicht mehr explicite 
ausführe, auch die Convergenz und die analytische Fortsetzung der 
angedeuteten Entwickelungen nicht näher discutire, so geschieht es, 
weil wir mittlerweile alle Vorbedingungen gewonnen haben, um die 
Untersuchung der Functionen 0^, z,^ an eine fertige- und wohlgekannte 
Theorie anzuschliessen. Es ist die Lehre von den Biemann'schen 
P-Functionen: 

und der Darstellung ihrer verschiedenen Zweige durch GamsiscJie hyjper- 
geometrische Beihen*). 

Ich habe bereits gesagt, dass ich betreffs der P-Functionen keinerlei 
specifische Vorkenntnisse voraussetzen will. So mögen wir diese 
Functionen hier in derjenigen Weise definiren, die sich an unsere bis- 
herigen Entwickelungen am bequemsten anschliesst, nämlich als Lösungen 
der folgenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

(39) . F' + ^^^_ ((1 -«-•-«') - (1 + ^ + ß')x) 

(wo a + a' + /3 + ^' + y + y' immer gleich 1 genommen ist).**) 
Offenbar ist (38) ein specieller Fall von (39); wir haben, um (38) zu 
gewinnen, in (39) nur zu schreiben: 

was mit der Bedingung a + a'-|-^ + ^' + y + y' = l verträglich 
ist, weil v^ in allen unseren Fällen =2 ist. Es sind also Zi.z^, mit Buch- 
sieht auf den besonderen Werth von v^, specielle Fälle der Function: 

_i 11 

(40) 
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*) Wer in diese Theorie eindringen will, thut wohl noch immer am Besten 
neben Gauss' Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc. (1812, Werke t. 111) 
und Kummer's Abhandlungen über die hypergeometrische Reihe (1836, Crelle's 
Journal Bd. 16) die Originalarbeit von Eiemann zu studiren: Beiträge zur Theorie 
der durch die Gauss* sehe Beihe F {a, ß, y, x) darstellbaren Functionen (Bd. 7 der 
Göttinger Abhandlungen (1857), oder Werke, p. 62—82). 

**) Man gewinnt diese Differentialgleichung durch leichte Umsetzung aus der- 

jenigen, welche ßiemann 1. c. speciell für P ( , , ^ x] mittheilt (Werke, 
p. 76). V ß Y J 

Klein, Oleiohungen 5. Grades. 6 
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Jetzt können wir unsere ^j, 0^ innerhalb der allgemeinen mit diesem 
Symbol bezeichneten Fmictionen noch näher charakterisiren. Eben zu 
diesem Zwecke habe ich die Formeln (21) explicite aufgestellt. Wenn 



wir in denselben 0^ mit Z^^% z^ ^i* ^ ^^* multipliciren, so bleiben 
die Producte bei Z = cx> endlich und von Null verschieden und sind 
überdies in der Umgebung des Punktes Z = oo einändrig. Es be- 
zeichnen also die Formeln (21) genau solche JS^henentwickelungenj tpie 
sie Riemann l. c. unter der Benennung P^^\ P</*') einführt. Nur dass 
Riemann den ersten Coefficienten von PO*) und PO*) unbestimmt lässt. 
Wählen wir denselben insbesondere so, wie es in den Formeln (21) 
geschehen ist, so können wir schliesslich sagen, dass unsere z^y 02 wwfer 
den allgemeinen P-Functionen (40) spedell diejenigen sind, die aus den 
Reihenentwickelungen P^^\ P^^'^ durch heliebige analytische Fortsetzung 
erwachsen. 

Mit diesem Satze haben wir den Zielpunkt der Entwickelungen 
des gegenwärtigen Kapitels erreicht. Ich wollte zeigen, dass unsere 
Functionen z, z^, z^ zu denjenigen* gehören, in welche die moderne 
Functionentheorie sowohl durch ihre geometrischen Anschauungen als 
durch ihre analytischen Hülfsmittel eine sozusagen vollständige Einsicht 
gewährt. Wird Letzteres zugegeben, so haben wir damit zugleich 
einen Gesichtspunkt gewonnen, der im zweiten Abschnitte unserer Dar- 
stellung zur Geltung kommen soll: er erscheint dann nämlich rationell, 
complicirtere algebraische Functionen, sofern es möglich ist, auf unsere 
jetzigen z, z^, ^erg zurückzuführen. 

üebrigens aber können die hier gegebenen Entwickelungen noch 
in höherem Grade, als unsere anderen, nur als Einleitung betrachtet 
werden. In der That hat uns die Absicht, überall die Argumentation 
möglichst elementar zu gestalten, daran gehindert, den eigentlich inter- 
essanten Punkt zu erläutern: wie nämlich die linearen Substitutionen, 
denen wir z, beziehungsweise z^ und z^, im vorigen Kapitel unteiv 
worfen haben, nunmehr zu Stande kommen, indem wir Zy Zi, z^ als 
Functionen von Z auffassen und letztere Variable in ihrer Ebene ge- 
eignete geschlossene Wege durchlaufen lassen. Auch würden wir, wenn 
wir den im § 5 gegebenen Ansatz noch ein Weniges weiter verfolgt 
hätten, den unmittelbaren üebergang zu ßiemann^s P-Function haben 
finden können, ohne vorher die DiflFerentialgleichüngen explicite for- 
mulirt zu haben. Ich überlasse dem Leser, sich hinsichtlich dieser 
und verwandter Fragen durch eigene Studien und üeberlegungen zu 
Orientiren. 



Kapitel IV, 
üeber den algebraischen Charakter nnserer Fnndamentalanfgaben. 

§ 1. Aufgabe des gegenwärtigeii Kapitels. 

Nachdem wir im vorigen Kapitel unsere Fundamental aufgaben 
nur erst in functionentheoretischer Hinsicht discutirt haben, behandeln 
wir sie jetzt unter den Gesichtspunkten der Gleichungstheorie. Ich ver- 
stehe dabei unter letzterer den Inbegriff der Lehren, welche sich auf die 
rationalen Besölventen beziehen, d. h. auf diejenigen Hülfsgieichungen, 
denen irgendwelche rationale Functionen der Wurzeln der vorgelegten 
Gleichungen genügen. 

Einen ersten wichtigen Theil dieser Theorie, welche über die Art 
der überhaupt in Betracht zu ziehenden Resolventen entscheidet, bil- 
den diejenigen Ueberlegungen, die man nach den grundlegenden Ideen 
von Galois mit dem Namen des Letzteren zu bezeichnen pflegt, und 
die darauf hinauslaufen, die einzelne Gleichung , oder auch das einzelne 
Gleichungssystem , durch eine gewisse Gruppe von Vertauschungen der zu- 
gehörigen Lösungen zu charaJcterisiren (das Wort Gruppe in derselben 
specifischen Bedeutung genommen, die wir im voraufgehenden ersten 
Kapitel erklärt haben). Ich werde in den Paragraphen 2 — 4 des Fol- 
genden die Grundzüge dieser Theorie so weit zur Sprache bringen, als zum 
Verständnisse des Späteren durchaus nothwendig scheint, verweise aber 
übrigens, und zwar nicht nur wegen der näheren Ausführung, sondern 
namentlich auch wegen der Beweise, auf die schon oben genannten Lehr- 
bücher*). Anschliessend hieran gelingt es sehr einfach, unsere Fun- 
damentalaufgaben im Galois'schen Sinne zu charakterisiren (§ 5, 6). 
Lisbesondere folgt, dass sich dieselben sämmtlich durch Wurzelziehen 
müssen erledigen lassen mit alleiniger Ausnahme der Ikosaeder- 
gleichung, deren niederste Resolventen vom fünften bez. sechsten Grade 
sind; ich werde in den Schlussbemerkungen dieses Kapitels (§ 16) noch 

*) Siehe oben i^. 6, Anmerkung. 
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ausführlicher auf die principielle Bedeutung dieses Resultates aufmerk- 
sam machen. 

Inzwischen genügt es nicht, bei irgend welcher gegebenen alge- 
braischen Aufgabe die Art der Resolventen zu kennen; wir verlangen 
darüber hinaus, diese Resolventen mrJdich und zivar in einfachster Weise zu 
berechnen. Hiermit beschäftigt sich der zweite Theil des gegenwärtigen 
Kapitels, unter strenger Beschränkung auf die bei unseren Fundamental- 
aufgaben zunächst liegenden Probleme. Ich zeige vor Allem (§ 7), 
wie man die Hülfsresolventen wirklich bilden kann, vermöge deren die 
Auflösung der Dieder-, Tetraeder- und Oktaedergleichung zu erfolgen 
hat. Ich beschäftige mich sodann ausführlich mit den Resolventen 
fünften und sechsten Grades der Ikosaedergleichung (§ 8—15). Die 
particulären Gleichungen fünften und sechsten Grades, welche wir so 
gewinnen, werden für unsere späteren Entwickelungen von wesent- 
licher Bedeutung werden. Dabei ist es vor allen Dingen die Methode^ 
auf welche ich hier Nachdruck legen möchte: eine Methode, welche 
bald functionentheoretische bald invariantentheoretische Momente benutzt 
und in beiderlei Richtung einer Ausdehnung auf höhere Probleme 
fähig scheint. 

§ 2. Ueber die Gruppe einer algebraisohen Gleiohung. 

Handelt es sich darum, die Grrtippe zu definiren, welche jeder ein- 
zelnen algebraischen Gleichung im Sinne der Galois'schen Theorie 
eignet, so wollen wir zuvörderst der Classification gedenken, welche 
man für die rationalen Functionen von n veränderlichen Grössen: 

aus ihrem Verhalten gegen die Vertauschungen der x ableiten kann. 
Es ist a priori klar, dass alle Vertauschungen der x, welche eine 
solche rationale Function ungeändert lassen, eine Gruppe bilden, die 
als Untergruppe in der Gesammtheit aller Vertauschungen enthalten 
ist (vielleicht auch mit dieser Gesammtheit zusammenfällt). Aber auch 
das Umgekehrte ist der Fall: Sobald uns irgend eine Gruppe von Ver- 
tauschungen der X gegeben ist, können wir immer solche rationale 
Functionen der x bilden, welche bei den Vertauschungen dieser Gruppe, 
aber bei keinen anderen Vertauschungen, ungeändert bleiben. Wir 
nennen diese rationalen Functionen der x der Gruj^e der Vertamchwngen 
zugehörig und classificiren nun überhaupt alle rationalen Functionen 
der X, welche es gibt, nach der Gruppe von Vertauschungen, zu der 
sie gehören. 

Wir müssen femer den sogenannten Satz des Lagrange kennen 
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lernen*). Es seien R und R^ zwei rationale Functionen der x, und 
es bleibe R bei allen Vertauschungen ungeändert, welche die zu JRj 
gehörige Gruppe ausmachen (womit natürlich noch nicht gesagt ist^ 
dass R zu derselben Gruppe gehören muss). Es seien femer 5^, Sg,«"«» 
die elementaren Potenzsummen: 

(1) ^1 = 2^> ^2 = 2^^ Sn=^X^. 

Dann behauptet der genannte Satz, dass R als rationale Function 
von Ri und Sj, Sg, • • • 5n dargestellt werden kann. Wir können diesen 
Satz leicht noch verallgemeinern, indem wir uns statt R^ eine Anzahl 
rationaler Functionen: iZ^, JBg • • • gegeben denken und annehmen, 
dass R bei allen denjenigen Vertauschungen ungeändert bleibt, die 
gleichmtig JSi, JR2 * * ' ' ungeändert lassen. Dann tvird R eine 
rationale Function von JS^, üg • • • und den 5^, «2, • • • Sn sein. In der 
That können wir aus den iZ^, JSg; * * * ®i^® rationale Function R' 
der X rational zusammensetzen, welche nur bei solchen Vertauschungen 
der X ungeändert bleibt, die iJ^, JSg; * * ' simultan ungeändert lassen. 
Nach der ersten Fassung, die wir dem Satze des Lagrange ertheilten, 
wird dann R durch dieses JR' und übrigens die 5^, 53, • • • 5„ rational 
dargestellt werden können, womit unsere neue Behauptung eo ipso 
erwiesen ist. 

Jetzt sei die Gleichung n^^ Grades gegeben: 

deren Wurzeln die bisher betrachteten a?o, a?i, • • • Xn—i sein sollen. 
So kennen wir jedenfalls die Werthe der 5,- (1) und hieraus durch ratio- 
nale Bechnungsoperationen überhaupt die rationalen, symmetrischen 
Functionen der x. Aber es kann sein, dass uns irgendwelche unsym- 
metrische Functionen der rc: JS^, JSg? * * ' gegeben sind. Dann können 
wir auf Grund des erweiterten Lagrange'schen Satzes überhaupt jede 
Function R der x in rationaler Weise berechnen, welche bei allen Ver- 
tauschungen invariant bleibt, die gleichzeitig JS^, JSg; • • • • ungeändert 
lassen. Es werden also allemal diejenigen rationalen Functionen der x und 
nur diejenigen, une wir sagen wollen, rational bekannt sein, welche 
bei einer bestimmten Gruppe von Vertauschungen der x ungeändert bleiben. 
Die hiermit skizzirte Theorie gilt zunächst, wie wir sagten, für 
durchaus variable x. Die Sache ist nun aber die, dass auch in jedem 
speciellen Falle eine analoge Theorie existirt. Wenn wir in einem 
solchen Falle von einer Function sagen, dass sie bei gewissen Ver- 
tauschungen ungeändert bleibt, so verstehen wir darunter, dass sie 

*) B^flexions swr la resoluition algebrique des iquations, Mämoires de TAca- 
dämie de Berlin, t. III (1770—71), oder Oeuvres, t. HI (§ 100 der Abhandlung). 
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ihren numeriscJien Werth nicht wechselt. Es gibt dann immer eine soldie 
Gruppe G von Vertamchungen der x, dass alle rationalen Functionen der 
X, welche hei G ungeändert bleiben, und nvr diese, rational bekannt sind. 
Ueberdies gilt das Gesetgy dass alle Vertatischungen wn G, die eine 
irgendtoie gegebene rationale Function der x ungeändert lassen, jedesmal 
eine Gruppe bilden, so dass in Bezu^ auf die Vertauschungen von G die 
eben besprochene Classification der rationalen Functionen und auch der 
Satz von Lagrange ausnahmslos erhalten bleibt. Die Gruppe G ist dann 
diejenige^ welche Galois als Gruppe der Gleichung bezeichnet*). -> 

Die Schwierigkeiten der Galois'schen Theorie liegen vielleicht 
weniger in den hiermit formulirten allgemeinen Sätzen^ als in dem 
dabei verwendeten Begriffe des Rational-Bekanntseins. Wann werden 
ynx Functionen mit dieser Bezeichnung belegen? Wir müssen es 
thun, wenn sie (in Folge besonderer Werthe der ^o? ^i; * * *) ratio- 
nale Werthe haben, d. h. rationalen Functionen der Si (mit rati9nalen 
Zahlencoefficienten) gleich sind. Aber wir können es bei ganz be- 
liebigen Functionen iJ^, JSg? ' * * thun, indem wir eben annehmen^ 
dass wir die Werthe von Bj, JRg; * * ' bereits irgendwie berechnet 
haben. Wir adjungiren dann, wie Galois es ausdrückt, diese JBi, J?2*"* 
und erweitern dementsprechend, um mit Hm. Kronecker zu reden**), 
den Bationalitätsbereich, in welchem wir operiren. In diesem Sinne 
sind die Aussagen, welche die Galois'sche Theorie betreffs der ein- 
zelnen Gleichung f(x) = liefert, bis zu einem gewissen Grade von 
unserem subjectiven Ermessen abhängig. Adjungiren wir sämmtliche 
Wurzeln von f{x) = 0, so besteht die Gruppe der Gleichung immer 
nur aus der Identität. Man muss sich also der Vorstellung entwöhnen, 
als müsse eine Gleichung n*®^ Grades, deren Gruppe wir als wenig 
ausgedehnt bezeichnen, darum nothwendigerweise irgendwie specificirte 
Coefficienten haben. 

§ 3. Allgemeines über Besolventen. 

Es sei jetzt wieder G die Gruppe der Gleichung f{x) = 0, ^ der 
Grad der Gruppe. Die einzige Annahme, der wir G unterwerfen, ist die, 
transitiv zu sein, d. h. Vertauschungen zu umfassen, vermöge deren die ein- 
zelne Wurzel Xk von /* == an die Stelle jeder anderen Wurzel Xi treten 
kann. Es würde anderenfalls f(x) = redudbel sein, d. h. io rationale 
Factoren zerfallen, und wir würden also statt f{pc) = zweckmässiger- 



*) Man sehe Oeuvres de Galois in Liouville's Journal t. XI, 1846. 
**) Man vergleiche hier: Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie 
der algebraischen Grössen (Bd. 92 des Journals für Mathematik, 1881^. 
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weise die yerschiedenen Gleichungen betrachten können, die durch 
Nullsetzen der einzelnen Factoren entstehen. 

Wir wählen nunmehr irgend eine rationale Function der Wurzeln 
X, Rq, welche nicht bei allen Vertauschungen von G ungeändert bleibt, 
also nicht rational bekannt ist; wohl aber bei einigen Vertauschungen 
ungeändert bleiben kann, deren Anzahl gleich v sei und die eine Gruppe 
Pq bilden mögen. Bei den Vertauschungen von G nimmt Rq im Ganzen 

— = w' verschiedene Werthe an: 

V 

Wfr bilden sodann die Gleichung, von der diese verschiedenen Werthe 
abhängen: 

' (JR - JSo) (-B - A) (-B - Ä'-i) = 0. 

So haben wir offenbar eine Gleichung gewonnen, deren Coefficienten 
rational bekannt sind; denn sie sind symmetrische Functionen der ver- 
schiedenen E und als solche bei den Vertauschungen von G invariant. . 
Dies ist, was wir als Besolvente der vorgelegten Gleichung f(x) =^ 
bezeichnen, und zwar, so oft es von Wichtigkeit wird, als rationale 
Resolvente, insofern von ihr eine rationale Function der x abhängt. 

Wir fragen nach der Gesammtheit der verschiedenartigen Resol- 
venten, welche f{x) = besitzt. In dieser Hinsicht mögen wir vorab 
Folgendes festsetzen. Hätten wir statt R^ eine andere rationale Function 
der Wurzeln gewählt, welche gleichfalls zu ^q gehört, so würde sich 
diese nach dem Lagrange'schen Satze durch Rq und die bekannten 
Grössen rational ausdrücken lassen, die neue Resolvente würde sich also 
ans der frOheren (und ebenso die frühere Resolvente am der neuen) durch 
rationale Transformation ergd)en. Wir wollen verabreden, dass wir 
zwei derartige Resolventen bei der allgemeinen hier zu gebenden Ueber- 
sicht überhaupt als identisch erachten werden. Dann gehört also zu 
jeder Gruppe g^ immer nur eine entsprechende Resolvente. 

Aber dieselbe Resolvente erwächst auch, wetm unr statt g^ von ge- 
unssen anderen Untergruppen ausgehen. In der That, statt mit der Wurzel Rq 
zu beginnen, können wir beim Aufbau der Resolvente ebensowohl eine 
der anderen Wurzeln Uj, JRg, • • • • voranstellen. Dann treten an Stelle 
von g^ diejenigen Gruppen von Vertauschungen der x, welche bez. 
JBi, JJg, • • • ungeändert lassen, und die wir mit g^, 9^}' ' ' bezeichnen 
wollen. Wir fragen, wie diese gi mit dem ursprünglichen g^ zusammen- 
hängen. Es sei Si eine derjenigen Vertauschungen der x, durch 
welche Ri in Rq übergeht; die Gesammtheit derartiger Vertauschungen 
wird dann durch SiT^^^ gegeben sein, unter T^^^ der Reihe nach jede 
beliebige Vertauschung von gQ verstanden. Nun combiniren wir mit 



gg I, 4. Ueber den algebraischen Charakter 

SiT^^' die inverse Operation ST^. So verwandelt sich Bq wieder rück- 
wärts in Ri. Dalier bleibt Ri hei allen Vertauschnngen 

ungeändert. Nun lässt sich umgekehrt aus jedem T^*\ bei welchem 
Ri ungeändert bleibt^ durch den entsprechenden Ansatz ein T^^^ in der 
Gestalt: 

T<'> = Sf-' • T^'^ • Si 

ableiten. Diese neue Formel ist, wie man sieht, die unmittelbare Auf- 
lösung der gerade gegebenen; wir haben also mit letzterer überhaupt 
alle Vertauschungen, welche Ri ungeändert lassen, d. h. die Gruppe*^,-, 
definirt. Die Gruppe gt erwächst also aus g^ durch Transformation ver- 
möge Si. 

Hier kann nun S, (wenn wir alle Wurzeln Rq, ä,, • • iJ,» _i in 
Betracht ziehen wollen) jede beliebige Vertauschung von G sein. Denn 

^rdurch Sr muss aus Rq doch immer irgend eines der JR, hervorgehen. 
Mithin können wir die Gruppen g^, g^^- - - gn'^i als die Gesammiheit 
derjenigen bezeichnen, die aus g^ durch Transformation innerhalb G 
entstehen. Solche Gruppen haben wir früher als gleichberedUigt be- 
zeichnet. Daher haben wir endlich, als Zusammenfassung des Bisherigen, 
den präcisen Satz: dass es so viel verschiedenartige Besolventen einer vor- 
gelegten Gleichung f(x) = gibt, als innerlialb der zugehörigen Gru2}pe G 
verschiedene Systeme gleichberechtigter Untergruppen existiren. 

Wir bestimmen jetzt die Gruppe f der einzelneu so erhaltenen 
Resolvente. Ich sage, dass sie von denjenigen Vertauschungen der B 
gebildet unrd, die entstehen^ wenn man die x den Vertauschnngen von G 
unterunrft. Denn eine rationale Function der J?, welche bei den ge- 
nannten Vertauschungen der B invariant bleibt, ist zugleich, als Function 
der X betrachtet, bei den Vertauscliungen von G unveränderlich, und 
umgekehrt kann sie das letztere nicht sein, wenn nicht zugleich das 
erstere der Fall ist. Die Gruppe V ist also auf jeden Fall der Gruppe G 
isomorph. 

Hier müssen wir nun eine wichtige Unterscheidung machen. Der 
gefundene Isomorphismus kann holoedrisch oder meriedrisch sein. Das 
letztere tritt dann und nur dann ein, wenn innerhalb G solche Ver- 
tauschungen der X existiren, welche sämmtliche Bi ungeändert lassen; 
diese Vertauschungen werden dann eine Gruppe y bilden, die inner- 
halb G ausgezeichnet ist. Die Resolvente spielt in beiden Fällen der 
ursprünglichen Gleichung gegenüber eine ganz verschiedene Rolle. 

Im ersteren Falle können tvir jede rationale Function der x, und 
insbesondere die x selbst, aus den Bi mit Hülfe der bekannten Grössen 
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rational zusammensetzen. Die ursprüngliche Gleichung ist also selbst 
eine Resolvente der Resolvente: die Auflösung der einen Gleichung zieht 
die der anderen nach sich, und umgekehrt. Indem wir die Gleichung 
f{pc) == durch ihre Resolveute ersetzen, haben vnr wohl eine Um- 
formung der ursprünglichen Aufgabe, aber keinerlei Vereinfachung 
erreicht. 

Ganz anders im zweiten Falle. Die x sind bei ihm keineswegs 
in den J?,- rational. Haben wir die B,- berechnet, so ist immer noch 
die ursprüngliche Gleichung f(x) = zu lösen. Diese Aufgabe ist jetzt 
nur insofern vereinfacht, als jetzt die Gruppe G (nach Adjiinction der R,) 
durch y ersetzt ist*). Dafür aber ist die Bestimmung der iJ, selber 
leichter auszuführen, als die Berechnung der x: denn die Gruppe f der 
zugehörigen Gleichung ist Meiner als G, Wir haben also das ursprüng- 
liche Problem in zwei Schritte von einfacherem Charakter zerlegt. 

Offenbar sind die Resolventen der zweiten Art die wichtigeren. 
Sie können nur dann auftreten, wenn die Gruppe G der vor- 
gelegten Gleichung zusammengesetzt ist. Indem wir in einem solchen 
Falle die Zerlegung von G studiren, haben wir damit zugleich die 
Mittel, die Gleichung f{x) = durch eine ganze Reihenfolge resolviren- 
der Hülfsgleichungen schrittweise zu vereinfachen. Eben dies ist die 
Bedeutung der Resolventeu, welche die gewöhnliche Theorie bei der 
Auflösung der Gleichungen dritten und vierten Grades benutzt. 

§ 4. Die Galois'sohe Besolvente insbesondere. 

Nach dem, was gerade gesagt wurde, repräsentiren alle Resolventen, 
deren Gruppe V mit der Gruppe G der vorgelegten Gleichung f{x) = 
holoedrisch isomorph ist, abstract zu reden, äquivalente Probleme. 
Aber imter ihnen ist eine, welche für Zwecke der algebraischen Dar- 
stellung ganz besondere Bedeutung besitzt: es ist diejenige, die man mit 
dem Namen der Galois' sehen Resolvente zu benennen pflegt^ und die da- 
durch definirt ist, dass ihre einzelne Wurzel bei jeder in G enthaltenen 
Vertauschung der x umgeändert wird. Es reduciren sich dann also die 
Gruppen g^, gi, • • •, die wir soeben den R^j R^ - ' - entsprechen 
liessen, alle auf die Identität, und es wird gleichzeitig der Grad der 
Resolvente so hoch wie möglich, nämlich gleich N. Dafür aber bietet 
sie den Vortheil, dass man nur eine ihrer Wurzeln zu berechnen braucht. 
In der That müssen sich nach dem Lagrange'schen Satze alle ratio- 



♦) Hierdurch kann f(x) == (wenn eben y, in den x geschrieben, nicht trans 
itiv ist) möglicherweise reducibel geworden sein. 
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nalen Functionen der x durch diese eine Wurzel und übrigens die be- 
kannten Grössen rational darstellen. 

Doch betrachten wir die Eigenschaften der Galois^schen Besol- 
vente genauer. 

Zuvörderst, was ihre Gruppe angeht, so wird bei jeder von den 
N Operationen der Gruppe G eine jede der N Wurzeln: 

versetzt. Es gibt also auch keine zwei Operationen von 6r, welche 
beide dieselbe Wurzel Ei an dieselbe Stelle Bk brächten: die einzelne 
Operation ist vollkommen bestimmt, wenn wir nur wissen, in welcher 
Weise sie ein einzelnes Bi beeinflusst. Indem wir den Begriff der 
Transitivität heranziehen, wie er schon soeben benutzt wurde, können 
wir sagen: 

Die Gruppe f der Gdlois' sehen Besolvente ist genau einfach transitiv. 

Wir können also die einzelne Vertauschung von V mit dem Index 
derjenigen Wurzel B^ benennen, welche bei ihr aus B^ hervorgeht. 
In diesem Sinne werden wir sofort das Symbol Sk gebrauchen. 

Wir stellen jetzt vermöge des Lagrange'schen Satzes die ver- 
schiedenen Wurzeln i?^, JJ^, • • • Bn—i durch die erste derselben 
rational dar. Auf solche Weise entstehen N Formeln, die wir folgen- 
dermassen schreiben: 

(2) B, = ^0 W, Hl = ^1 W; -Bi^-i = ^N-1 W- 

Hier bedeuten die ^^ rationale Functionen des beigesetzten Argumentes, 
die nur insofern vollkommen bestimmt sind, als wir dieselbe nicht mit 
Hülfe der Galois'schen Resolvente selbst modificiren wollen, und es ist 
tl^Q {Bq) natürlich nur der Gleichförmigkeit wegen statt Bq selbst ge- 
schrieben. Wir greifen eine dieser Formeln heraus, schreiben sie unter 
Beiseitelassung der bisherigen Indices der JR: 

(3) B' = rl^i (B) 

und denken uns die Galois'sche ßesolvente mit Hülfe dieser Formel 
transformirt (indem wir zwischen der Resolvente und der Formel (3) 
das B eliminiren). So entsteht eine Gleichung vom Grade N für It% 
welche mit der ursprünglichen Galois'schen Resolvente jedenfalls die 
Wurzel Bi gemein hat. Nun ist unsere Resolvente nach Voraussetzung 
irreducibel. Daher haben die beiden Gleichungen vom N^^^ Grade 
überhaupt alle Wurzeln gemein, d. h. sie sind identisch. Wir haben 
also den Satz: 

Die Galois'sche Besolvente wird durch die N rationalen Tra/nsformor 
tionen (3) in sich selbst transformirt. 
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Wenn wir also in Formel (3) statt R irgend eine Wurzel Rk sub- 
stituiren^ so wird R' gleich einer anderen Wurzel Rj werden. Aber 
statt Rk können wir schreiben V^jtCi^o)? statt Rj VvC^o)- JDaher ist: 

i;j{R,) = titk(Ro) 
und also überhaupt: 

^j = Jlfi ipkj 

sofern wir nämlich von den Veränderungen absehen, die an dem ein- 
zelnen dieser Ausdrücke mit Hülfe der für die ü» geltenden Galois'schen 
Gleichung angebracht werden können. In diesem Sinne haben wir: 

Die N rationalen Transformationen (3) bilden eine Gruppe. 

Wir fragen, wie diese Gruppe mit der Galois'schen Gruppe f zu- 
sammenhängt. Ersetzen wir in den Formeln (2) das R^^ rechter Hand 
der Reihe nach durch Rq, jR^, • • • R^—if so erhalten wir linker Hand, 
dem gerade Gesagten zufolge, die Wurzeln JB, jedesmal in umgeänderter 
Reihenfolge wieder. Wir bekommen also N verschiedene Anordnungen 
der R, und nun ist die Behauptung, dass diejenigen N Vertauschungen, 
durch welche diese Anordnungen aus der ursprünglichen Anordnung her- 
vorgehen, genau die Gruppe V ausmachen. Wir werden zu dem Zwecke 
zeigen, dass eine rationale Function der U,: 

F{Rq, jRj, Rn—i), 

welche ungeändert bleibt, wenn man die Aufeinanderfolge ii^, R^,'"Rif^i 
durch eine beliebige der anderen N in Rede stehenden Anordnungen 
ersetzt, rational bekannt ist. In der That, jede rationale Function der Ri 
kann vermöge (2) in die Gestalt zusammengezogen werden: (-Ro)- Wenn 
nun F die erwähnten Umstellungen zulässt, so wird es ebensowohl 
gleich {Ri)y gleich (R^ etc. sein, unter jedesmal dieselbe ratio- 
nale Function verstanden. Daher ist auch: 

F= ^ (0(iJ,) + 0(i?,) H 0(lii^-i)), 

also F gleich einer symmetrischen Function, und daher in der That 
rational zu berechnen, wie behauptet wurde. 

Die somit gefundene Beziehung zwischen f und der Gruppe der 
Transformationen (3) wollen wir noch näher erforschen. Setzen wir 
in (2) rechter Hand statt Rq Rk, so tritt linker Hand an erster Stelle 
ebenfalls Rk auf. Wir erhalten also diejenige Reihenfolge der iJ,, 
welche aus der ursprünglichen durch die Operation Sk von V hervor- 
geht. Indem wir jetzt statt Rk (rechter Hand) durchweg ipk (Rq) 
schreiben^ können wir folgendermassen sagen: 

Die Operation Sk ist diejenige,- welche ti{Ro) (i = 0, 1, • • • {N—l)) 
durch ilfitkiRo) ersetzt. 
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Ebenso wird die Operation Si diejenige sein, welche ^»(Uq) durch 
tl}iipi(RQ), oder, was dasselbe ist, welche tl^itl^kiH^ durch ^,- ^a: ^/ (-Bo) 
ersetzt (wo wir beidemal i von 0, 1, bis (N — 1) laufen lassen wer- 
den). Combiniren wir die beiden so erhaltenen Sätze, indem wir zu- 
erst Sk und dann Si in Anwendung bringen, so folgt: 

Bei der Operation SkSi wird ^,(i?o) ^^^<^^ ^* ^a V'/ (-Bo) ^seM. 

Die Beziehung, welche wir solchergestalt zwischen den Gruppen 
des S und der V' finden, ist zunächst kein Isomorphismus. Denn 
SkSi bedeutet, dass man zuerst Sk und dann Si in Anwendung bringt, 
während ^kfpi (Rq) besagt, dass man zuerst das il^i von Rq und dann 
hiervon das tl^k berechnet. Aber wir können die Beziehung sofort so 
umändern, dass Isomorphismus resultirt. Wir brauchen zu dem Zwecke 
Sk nur der inversen Operation i^iT entsprechend zu setzen. In der 

That ist ja {'^k'^if = ^'~ ' V'*^ • Daher haben wir: 

Die Gruppen der S und der ij) sind holoedrisch isomorph, — 

Die hiermit formulirten Sätze sind um so wichtiger, als man sie 

ohne Weiteres umkehren kann. In der That finden wir, indem wir 

das bisher Gesagte in umgeänderter Reihenfolge wiederholen: 

Wenn eine irreducible Gleichung iV*®° Grades durch N rationale 

Transformationen in sich übergeht: 

K = ^,{R), R' = tdli)r , 

so ist sie ihre eigene Galois'sche Resolvetite und steht ihre Gruppe f mr 
Gruppe der il) in der eben geschilderten Beziehung*), 

Soll dann bei einer solchen Gleichung eine rationale Function 
der Wurzeln gebildet werden, die bei den Vertauschungen Sk einer 
gewissen in der Galois'schen Gruppe enthaltenen Untergruppe un- 
geändert bleibt und somit als Wurzel einer entsprechenden Resolvente 
eingeführt werden kann, so genügt es, eine rationale Function der 
einzelnen Wurzel Rq aufzustellen, welche bei den zugehörigen '^k in 
sich selbst transformirt wird; denn die Untergruppe der if^k enthält 

zugleich alle V^iT und entspricht also bei der isomorphen Zuordnung 
der Untergruppe des Sk. 

§ 5. Einordnung unserer Fundamentalgleichungen. 

Ich habe den vorigen Paragraphen so ausführlich gestaltet, um 
jetzt unsere Fundamentalgleichungen: die binomischen Gleichungen und 

*) Man verwechsele diesen Satz nicht (wie es gelegentlich geschehen ist) mit 
der Definition der AheV%chen Gleichungen. Auch bei letzteren gibt es N rationale 
Transformationen R' = i^^. (Ü), aber man setzt überdies voraus, dass die ip ver- 
tausch}3ar sind, also ^^ ipj^ = ipj^ ip^ ist. 
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die Gleichungen des Dieders, Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders un- 
mittelbar in das Schema der Galois'schen Theorie einordnen zu können. 
Constatiren wir zuvördersi?, dass unsere Gleichungen irreducibel sind. 
Aus der functionentheoretischen Betrachtung des vorigen Kapitels folgt 
nämlich; dass die N Functionszweige, welche die einzelne unserer 
Gleichungen definirt, indem wir jeweils die rechte Seite Z als unab- 
hängige Variable betrachten ^ alle unter einander zusammenhängen. 
Es sind also genau die Voraussetzungen erfüllt, auf die sich der Schluss- 
satz des vorigen Paragraphen bezieht. Denn die -W Wurzeln, welche die 
einzelne unserer Gleichungen besitzt, gehen aus einer beliebigen unter 
ihnen ja in der That jedesmal durch N rationale Transformationen 
hervor: nämlich durch die N uns wohlbekannten linearen Substitutionen. 

Wir haben hiermit sofort: Unsere Gleichungen sind ihre eigenen 
Galois'schen Besolventen, und können nim unmittelbar weitere Schlüsse 
ziehen, indem wir herannehmen, was früher über die Gruppen der zu- 
gehörigen (nicht homogenen) linearen Substitutionen gesagt wurde. 

Greifen wir zunächst etwa das Oktaeder heraus und erinnern uns, 
dass die Gruppe der 24 Oktaeder Substitutionen zusammengesetzt war. 
In ihr war als möglichst ausgedehnte ausgezeichnete Untergruppe die 
Tetraedergruppe von 12 Substitutionen enthalten, in dieser wieder die 
Vierergruppe (von 4 Substitutionen), und in letzterer endlich eine 
cjclische Gruppe von 2 Substitutionen. Wir schliessen also: duss wir 
die Oktaedergleichung durch eine Beihenfolge von 4 Hülfsgieichungen er- 

ledigen können, deren Gruppen beziehungsweise—, -4 ; y; 2, d. h. 2, 3, 2, 2 

Vertauschungen umfassen werden. Eine Gruppe von Primzahlgrad ist 
nothwendig eine cyclische Gruppe. Nehmen wir nun noch hinzu, dass 
man, im Anschlüsse Lagrange, jede cyclische Gleichung vom n^^ Grade 
durch eine binomische Gleichung vom n*®" Grade ersetzen kann*), so 
erkennen wir, dass die Oktaedergleichung gelöst werden kann, indem wir 
folgeweise eine Quadratwurzel, dann eine Cubikwurzel und endlich noch 
2 Quadratwurzeln ziehen. Wir werden dies in § 7 durch explicite 
Formeln bestätigen. 

Was die Tetraedergleichung angeht, so ist sie mit dem, was über 
die Oktaedergleichung gesagt wurde, selber miterledigt; denn die Tetra- 
edergruppe ist ja ausgezeichnete Untergruppe der Oktaedergruppe. Für 

*) Cyclisch heisst die Gleichung w*®^ Grades, wenn ihre Galois'sche Gruppe 
cyclisch ist, also etwa nur die cyclischen Vertauschungen von {oOq, x^, • - • x^_^) 

amfasst. Die Methode besteht dann bekanntlich darin, als Unbekannte die Grösse 

2i7t 

Xft -}- s.r^ +•••«** ~ ^ .^„ _ 1 einznfnhron , wo f = e " 
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die Diedergleichung vom Grade 2n ergibt sich, dass sie sich durch Aus- 
ziehung einer Quadratwurzel auf eine binomische Gleichung n^^ Grades 
reduciren lassen muss. und endlich die 'Auflösung der binomischen 
Gleichung selbst kann dann und nur dann in mehrere Schritte zerlegt 
werden, wenn ihr Grad n eine zusammengesetzte Zahl ist. 

So stellt sich neben die binomische Gleichung von Primzahlgrad 
als einzige unserer Gleichungen, die wir durch Resolventenbildung nicht 
reduciren können, die Ilcosaedergleichung, Wollen wir auch bei ihr 
Resolventen bilden (wie wir dies § 8 ff. ausführen), so belehren uns die 
früheren Untersuchungen der Ikosaedergruppe darüber, dass als niederste 
Resolventen solche vom 5. und 6. Grade in Betracht kommen. Erstere 
entsprechen dem Umstände, dass die Ikosaedergruppe 5 gleichberechtigte 
Tetraedergruppen, letztere dem anderen, dass sie 6 gleichberechtigte 
Diedergruppen von jedesmal 10 Operationen umfasst. Diese Resolventen 
werden beidemal wieder eine Galois'sche Gruppe von 60 Vertauschungen 
besitzen. Wir können nach dem Früheren sofort sagen, dass dies bei 
den Resolventen 5. Grades die 60 geraden Vertauschungen der Wurzeln 
sind, dass also das Differeuzenproduct der Wurzeln rational sein muss. 
Die Gruppe der Resolventen sechsten Grades werden wir erst später 
genauer bestimmen (§ 15). 

Indem wir so die Ergebnisse unserer früheren Untersuchungen 
für die Galois'sche Theorie verwerthen, dürfen wir freilich einen wesent- 
lichen Umstand nicht übersehen. Wir sind nur insofern berechtigt, 
die linearen Functionen unserer Substitutionsgruppen zu den rationalen 
Functionen V' des vorigen Paragraphen zu rechnen, als wir die in den 
linearen Substitutionsformeln auftretenden Coefßcienten für rational 
bekannt erachten. Es sind dies gewisse Einheitswurzeln. Diese Ein- 
heitsimr0eln also müssen toir adjungirt denken, damit die vorstehend formvr 
lirten Behauptungen richtig sind. Bei der Ikosaedergleichung z. B. müssen 
wir die fünften Einheitswurzeln adjungiren, d. h. Zahlenirrationalitäten, 
welche durch die Gleichung bestimmt sind: 



X 



= 0. 



Erläutern wir an diesem Beispiel in etwa die Folgerungen, welche sich 
anderenfalls einstellen würden. Bekanntlich hat die vorstehende Gleichung 
vierten Grades eine cyclische Gruppe von 4 Vertauschungen*), also 
eine Gruppe, die eine ausgezeichnete Untergruppe von 2 Vertauschungen 
umfasst. Wir schliessen, dass jetzt die Ikosaedergleichung eine 
Gruppe von 4 • 60 Vertauschungen besitzt, innerhalb deren eine 



'^) Man sehe z. B.: Bachma/rm^ die Lehre von der Kreistheiltmg, Leipzig 1872. 
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Untergruppe von 2 • 60 Vertauschungen und dann eine von 60 Ver- 
tauschungen ausgezeichnet ist. Diese neue Gruppe der Ikosaeder- 
gleichung braucht sich also keineswegs ungeändert auf die einzelne 
Besolvente der Ikosaedergleichung zu übertragen. Bei den Resolventen 
fünften Grades ist dies sogar von vorneherein nicht möglich, da deren 
Gruppe doch niemals mehr als 5! = 2 • 60 Vertauschungen umfassen 
kann. In der That tritt in den Formeln, welche wir in § 14 für 
die Diflferenzenproducte unserer Resolventen fünften Grades aufstellen 
werden, als numerische Irrationalität nur ]/5 auf, sodass keineswegs 
die Adjunction der einzelnen fünften Einheitswurzel nöthig ist, um die 
Gruppe der Resolventen auf nur 60 Vertauschungen zu reduciren. — 
Wir verfolgen diesen Gegenstand nicht weiter, da er uns zu sehr in 
zahlentheoretische Betrachtungen hineinführen würde*). 

§ 6. Betrachtung der Formenprobleme. 

Wir gedenken noch mit wenigen Worten der Formenprobleme, 
die unseren Gleichungen parallel laufen. Es sind dies Gleichungs- 
systeme mit jedesmal 2 Unbekannten 0^ z^* Man wird auf solche 
Gleichungssysteme durchweg die Grundbegriffe der Galois'schen Theorie 
übertragen können, indem man überall, wo in letzterer von den Wurzeln 
einer Gleichung die Rede ist, die einzelnen Lösungspaare e^y z^ sub- 
stituirt. Insbesondere werden wir dann sagen können, dass unsere 
Formenpröbleme ihre eigenen Galois'schen Resolventen sind. In der That 
leiten sich alle 2N Lösungssysteme, welche unsere Formenprobleme 
besitzen, aus dem einzelnen Lösungssysteme durch 2^ a priori be- 
kannte lineare, homogene Substitutionen ab**). Es sind hier also die 
homogenen linearen Substitutionsgruppen unserer früheren Darstellung, 
welche die Galois'sche Gruppe des jedesmaligen Problems bestimmen. 

Diese homogenen Gruppen waren alle zusammengesetzt, indem 
sie eine ausgezeichnete Untergruppe umfassten, die aus der Identität 
und folgender Operation: 

01 = — 0ly 02 = — ^2 

bestand. Wir schliessen daraus, dass sich unsere Formenprobleme 



*) Im Texte haben wir die Galois'sche Theorie als im Wesentlichen bekannt 
voranBgestellt und nun ans ihr Eigenschaften der Ikosaedergleichung etc. deducirt. 
Im Gegensatze dazu kann es dem Anfänger nicht genugsam empfohlen werden, 
die ganze Betrachtungsweise umzukehren, und die Eigenschaften der Ikosaeder- 
gleichung etc. zu benutzen, um sich aus ihnen, als einem einfachen Beispiele, 
die allgemeinen Ideen der Galois'schen Theorie zu abstrahiren. 

**) Die dabei auftretenden Einheitswurzeln gelten im Texte wiederum als ad- 
jungirt. 
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immer müssen erledigen lassen, indem wir zunächst eine Gleichung 
mit eiuer Gruppe von N Vertauschungen auflösen und dann eine 
Quadratwurzel ziehen. Dies ist nun genau, was wir bereits in § 2 
des vorigen Kapitels ausgeführt haben, als es sich um die Reduction 
der Formenprobleme handelte. Es wird überflüssig sein, noch aus- 
führlicher bei diesem Gegenstande zu verweilen. 



§ 7. Die Auflösung der Gleiohiingen des Dieders, Tetraeders und 

Oktaeders. 

Indem wir jetzt dazu übergehen, die in Aussicht gestellten Auf- 
lösungsformeln für Dieder, Tetraeder und Oktaeder mitzutheilen, be- 
ginnen wir wieder mit der Betrachtung der Oktdedergleichung. Wir 
schreiben sie, wie früher: 

W 1Ö8F = ^ 

m 

Als Wurzel der ersten Hülfsgieichung werden wir sodann eine solche 
rationale Function von einführen, welche bei den 12 Tetraeder- 
substitütionen ungeändert bleibt. Offenbar ist es am einfachsten, hier- 
für die rechte Seite der zugehörigen Tetraedergleichung zu wählen. 
Indem wir dieselbe mit Z^ bezeichnen, haben wir: 

Wir wählen ferner als Unbekannte der zweiten Hülfsgieichung, 
der Vierergruppe entsprechend: 



(6) ■ -^^^^-Z, 



und endlich als Unbekannte der dritten Hülfsgieichung die rechte Seite 
der binomischen Formel: 

= ^3- 



(" m = 



Die vierte Hülfsgieichung wird dann einfach darauf hinauskommen, 
aus diesem Z^ das -^ = z selbst zu berechnen. 

Um nun die Hülfsgieichungen, von denen Z^, Z^, Z^ und endlich 

-^ abhängen, wirklich zu bilden, brauchen wir uns nur zu erinnern, 

^2 

dass alle rationalen Functionen von z, welche bei den Tetraeder- 
substitutionen ungeändert bleiben, rational in Z^ sind, dass ebenso 
alle rationalen Functionen von z, welche bei den Substitutionen der 
Vierergruppe ungeändert bleiben, rational in Z^ sind, etc. etc. Daher 
ist (wenn wir noch den Grad der in Betracht kommenden Functionen 
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beachten) Z eine rationale Function zweiten Grades von Z^^ dieses 
wieder eine rationale Function dritten Grades von Z^^ Z^ seinerseits 
eine rationale Function zweiten Grades von Zg, und Z^ selbst, wie 
schon in (7) angegeben ist, eine rationale Function zweiten Grades 
von z. Ein Blick auf unsere früheren Formeln genügt, um diese ratio- 
nalen Functionen wirklich zu bilden. Wir finden der Reihe nach: 

(8) jz, - \y = ^^ 

(10) - iäj^' _ 2„ 

und endlich, wie selbstverständlich: 

(11) (iT=^- 

Tuben diese Formeln , in denen wir jetzt Z^, Z^, Z^ und z der Reihe nach 
als Unbekannte betrachten, sind die gesuchten Hülfsgieichungen. Man 
wolle insbesondere beachten, dass die cubische Hülfsgieichung (9), wie 
wir es in Aussicht genommen hatten, zu ihrer Auflösung nur einer 
Cubikwurzel bedarf*). 

Die Tetraedergleichung ist mit diesen Formeln ohne Weiteres mit- 
erledigt. In der That brauchen wir, um sie zu behandeln, die Reihen- 
folge der Hülfsgieichungen nur mit (9) beginnen zu lassen. Aber auch 
die allgemeine Diedergleichung: 

(12) -.^ ^- = Z 

macht keine Schwierigkeiten mehr; wir brauchen nur, um sie auf eine 
binomische Gleichung zu reduciren, genau so, wie wir es gerade bei 
der Vierergruppe thaten, 

als neue Unbekannte einzuführen. Wir haben dann für Z^ die quadra- 
tische Gleichung: 

(14) - ^^-^ = Z 

und berechnen hernach -^ aus der binomischen Gleichung (14). 



^2 



*) Wenn in (9), von den anderen Hülfsgleichungen abweichend, die Irratio- 
nalität a auftritt, so ist dies das Aequivalent dafür, dass man, um eine cyclische 
Gleichung 3. Grades auf die binomische Form zu reduciren, wie wir schon soeben 
bemerkten, in der That immer das n zu Hülfe nehmen muss. 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 7 
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§ 8. Die Besolventen fünften Grades der Ikosaedergleiohims. 

Indem wir uns jetzt zur Ikosaedergleichung wenden, untersuchen 
wir zunächst und ausfuhrlich die Resolventen fünften Grades. Wir 
benutzen dabei vorab dieselben Grundsätze, die im vorigen Paragraphen 
zur Anwendung gelangten. Bei der einzelnen in der'Ikosaedergruppe 
enthaltenen Tetraedergruppe bleiben, wie wir früher entwickelten, 
dreifach unendlich viele rationale Functionen zwölften Grades von z 
ungeändert, die sich durch eine beliebige derselben, welche vnr r 
nennen, aber erst später völlig definiren wollen, linear ausdrücken. 
Indem wir dieses r als Unbekannte einführen, erhält 'die gesuchte 
Resolvente fünften Grades die Gestalt: 

(15) F{r) = Z, 

WO F eine rationale Function fünften Grades mit numerischen Coef- 
ficienten und Z die rechte Seite der Ikosaedergleichung ist. Es wird 
sich darum handeln, F zu bestimmen. Dies gelingt natürlich sofort^ 

wenn wir r explicite als Function von - - aufstellen und übrigens die 

linke Seite der Ikosaedergleichung heranziehen. Immerhin ist die 
Sache etwas complicirter, als bei den Hülfsgieichungen des vorigen 
Paragraphi?n, und ich ziehe es daher vor, im folgenden Paragraphen 
eine Methode zu entwickeln, vermöge deren wir den Werth von F {r) 
bestimmen können, ohne überhaupt auf Formeln in z zu recurriren*). 

Neben diese erste Methode, die man die functionentheoretische nennen 
könnte, stellt sich eine zweite, invariantmtJieoretische. Dieselbe knüpft 
an die homogenen Substitutionen von z^, z^ und die zugehörigen, un- 
verändert bleibenden Formen an; sie bezieht sich also zuvörderst auf 
das Ikosaederproblem, und wir werden erst nachträglich die aus ihr 
erhaltenen Resultate in Resolventen der Ikosaedergleichung umsetzen. 

Wir haben in § 1 des vorigen Kapitels für jede der dort be- 
sprochenen homogenen Substitutionsgruppen das volle System der zu- 
gehörigen, durchaus unveränderlichen Formen zusammengestellt. Bei 
den 120 Substitutionen der homogenen Ikosaedergruppe sind dies die 
Formen /*, H^ T selbst. Dagegen sind es bei den 24 Substitutionen 
der homogenen Tetraedergruppe die zugehörige Ohtaederform t, der 
entsprechende Würfel TF, und eine Form zwölften Grades, Xy f^ 
welche wir aber jetzt f setzen können, welches eine lineare Com- 
bination von t^ und % ist. Die allgemeinste durchaus ungeändert 



*) Ich habe diese Methode in Bd. XII der Annalen, pag. 175, und in Bd. XIV 
daselbst pag. 141, 416 ff. (1877—78) wiederholt benutzt, um analog definirte 
Gleichungen aufzustellen. 
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bleibende Tetraederform ist also eine beliebige (in den z^y z^ homogene) 
ganze Function von t, W und f. 

Sei G eine solche Form. Indem wir annehmen, dass dieselbe 
nicht zugleich bei den Ikosaedersubstitutionen ungeändert bleibt, er- 
halten wir aus ihr eben vermöge der Ikosaedersubstitutionen 5 ver- 
schiedene Formen, die wir mit Gq, G^ , , . G^ bezeichnen woUcd. 
Wir bilden uns das Product: 



YI(ß- G^)' 



Euer sind die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von G sym- 
metrische Functionen der 6?^, d. h. Ikosaeder formen. Dalier mrd G 
einer Gleichung fünften Grades genügen: 

(16) G"* + aG* +^IG^ 4- cö^ + dG + e = 0, 

in welcher die Coefficienten a, &, . . . game Functionen der f, H, T 
sind. Es gelingt sofort, diese Coefficienten zu berechnen. Denn da wir 
den Grad der Gy in den z^, z^ kennen, so wissen wir von vorneherein, 
dass sich a, h, c, , . . nur aus bestimmten Combinationen der f H, T in 
endlicher Zahl linear zusammensetzen könneu, und es bedarf dann, um die 
noch unbekaimten numerischen Coefficienten zu bestimmen, nur noch des 
Vergleichs weniger Glieder in den expliciten Formeln für /*, H^ T und G. 

Um jetzt die Gleichung (16) in eine Resolvente der Ikosaeder- 
gleichung zu verwandeln, werden wir G mit solchen Potenzen von 
/*, Hj T multipliciren, beziehungsweise dividiren, dass eine rationale 
Function nullten Grades von z^, Z2, d. h. eine rationale Function von z 
resultirt. Wir haben dann einfach diese Function in (16) statt G als 
Unbekannte einzuführen, worauf sich die Coefficienten a, b, c , . . von 
selbst in rationale Functionen von Z verwandeln werden. 

So viel über die invariantentheoretische Methode*). Um dieselbe 
durchzuführen, berechne ich in § 10 zunächst die expliciten Werthe 
von t und W. Sodann gebe ich in § 11, 12 die fertigen Gleichungen, 
von denen einerseits ty andererseits eine beliebige lineare Combination 
von W und tW abhängt, Gleichungen, die sich dann sofort in Re- 
solventen der Ikosaedergleichung umsetzen lassen. Die erstere dieser 
Gleichungen ist zumal auch dadurch bemerkenswerth, dass sie, (bei 
freilich ganz anderem Ansätze) schon in den anfänglichen Unter- 
suchungen Brioschi's über die Auflösung der Gleichungen fünften 
Grades aufgetreten ist**), wie wir später noch ausführlich zu besprechen 



*) Ich gab dieselbe in der hier benutzten Form zuerst in Bd. XII der Mathem. 
Annalen (1877), pag. 517 ff. daselbst. 

**) Siehe Annali di Matematica, ser. 1, t. I (1858). 
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haben; — die andere wird in unserer Theorie der Hauptgleichungen 
fünften Grades, die wir in Kapitel 11 des folgenden Abschnittes ent- 
wickeln werden, eine wichtige Rolle spielen und mag daher gleich 
hier als Haiiptresölvente bezeichnet sein*). In § 13 erläutere ich dann 
noch, wie diese neuen Resolventen fünften Grades mit der Resolvente 
der r (die von der functionentheoretischen Methode geliefert wurde) 
zusammenhängen, und bestimme endlich in § 14 für . sie den Werth 
des jedesmaligen Differenzenproducts, der, wie vnr wissen, in Z 
rational sein muss. 

§ 9. Die Kesolvente der r. 

Um die Resolvente der r (15) zu berechnen, spalten wir zuvörderst 
F{r) in Zähler und Nenner, ziehen auch den besonderen Werth Z=^l 
in Betracht und schreiben also statt (15): 

(17) ^{r):^{r):x{r) = Z:Z -1:1, 

wo 9, V', ;|r ganze Functionen vom fünften Grade sein werden. Indem 
wir hiermit die ursprüngliche Ikosaedergleichung zusammenstellen: 

H^ {z) : — T^ (z) : 1728 f'^ (z) = Z : Z - 1 : 1, 

bemerken wir, dass 9 = 0, tp = 0, X = ^ beziehungsweise diejenigen 
Werthe von r ergeben, welche sich für die 20, 30 und 12 Punkte 
von^=0, T=0,f=0 einstellen. Die Betrachtung der Figur 
ergibt uns dementsprechend gewisse Sätze betreffs der Linearfactoren 
von 9, ^, X' 

Zuvörderst ist klar, dass die sämmtlichen Punkte von f=0 bei 
den 12 Drehungen, die r ungeändert lassen (d. h. bei den 12 Drehungen 
der zugehörigen Tetraedergruppe) unter einander permutirt werden. 
Es wird also r für alle Punkte von f=0 denselben Werth annehmen. 
Daher ist % (r) nofhwendig die fünfte Potenz eines linearen Ätisdrticks. 
Wir betrachten ferner die 30 Punkte T = 0. Unter ihnen finden sich 
vor allem die 6 Eckpunkte des zur Tetraedergruppe gehörigen Okta- 
eders (welches wir soeben durch t bezeichneten). Die übrigen 24 Punkte 
spalten sich (wie am Modelle ersichtlich) den Tetraederdrehungen 
gegenüber in zweimal 12, zusammengehörige. Wir schliessen daraus, 
dass Jlf (r) einen linearen Factor einfach, zwei andere doppeltzählend enthälL 



*) Ich habe die Hauptresolvente zuerst, in allerdings etwas weniger einfacher 
Form, in Bd. XII der Annalen, pag. 525, mitgetheilt. Implicite liegt dieselbe 
auch den parallellaufenden Untersuchungen Gordan' s zu Grunde, die wir erst 
im folgenden Abschnitte ausfuhrlich besprechen werden (siehe insbesondere Bd. XTTI 
der Annalen: lieber die Auflösung der Gleichwngen 5. Grades, 1878). 
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Was diese Multiplicitäteu angeht, so bemerke man, dass ip (f) == 0, 
dem Terme T^ (0) der Ikosaedergleichmig entsprechend, die in Be- 
tracht kommenden Punkte sämmtlich doppeltzählend darstellen muss. 
Der lineare Factor aber, der in den 6 Oktaederecken verschwindet, 
wird ohnehin doppelt gleich Null: er darf also in V' (r) nur einfach zählend 
enthalten sein. Andererseits werden aus demselben Grunde die beiden 
anderen Linearfactoren, welche je in 12 verschiedenen Punkten und 
also nur je einfach verschwinden, in V' doppelt auftreten müssen. Es 
stimmt dies damit überein, dass der eine in % W vorhandene Linear- 
factor fünffach zu nehmen ist. — Wir betrachten endlich die Punkte 
9 (r) = oder H = 0. Unter ihnen finden sich, wie wir von früher 
her wissen, die 8 Ecken des zur Tetraedergruppe gehörigen Würfels W. 
Dieselben zerlegen, sich der Tetraedergruppe gegenüber in zweimal 4 
zusammengeordnete Punkte, deren jeder bei 3 Tetraederdrehungen fest 
bleibt. Wir haben überdies noch 12 Punkte von Jff = 0, welche den 
12 Tetraederdrehungen gegenüber eine einzige Gruppe bilden. Daher 
schliessen wir, dass 9 (r) nur drei verschiedene Linearfactoren besitzt, 
von denen die zwei^ welcJie W = entsprechen j je einfach, der dritte aber 
im Oubus auftritt. ^ 

Fassen wir zusammen, so haben wir ein Resultat erreicht, das 
sich ausdrückt, indem wir Formel (17) durch folgende ersetzen: 

(18) Z:Z—l:l==c (r — af (r^ — ßr + y) 

: c' (r - d) (1-2 — €r + tf 
: c" (r — 1^)^ 

unter a, /5, y, . . . ., c, c', c" noch unbekannte Constante verstanden. 
Die Bestimmung dieser Constanten ist nur dann ein determinirtes 
Problem, wenn wir vorher r in unzweideutiger Weise definirt haben. 
Es sollte r eine der dreifach unendlich vielen rationalen Functionen 
zwölften Grades sein, welche bei den Drehungen der Tetraedergruppe 

ungeändert bleiben. Wir wollen jetist insbesondere r = -j- setzen, unter t 

(wie schon oben) die zur Tetraedergruppe gehörige Oktaederform ver- 
standen. Dabei soll t so gewählt sein, dass es, nach Potenzen von 
^1; ^2 geordnet, mit dem Terme +^1^ anhebt und überhaupt reelle 
Coefficienten hat*). Dann ist die nächste Folge, dass in (18) c" {r — rif 



*) Beiden Forderungen kann genügt werden, wie ein Blick auf die Figur 
zeigt. Denn einmal enthält jedes der 6 beim Ikosaeder auftretenden Oktaeder 
einen Term mit z\ , weil keines einen Eckpunkt in äTj = hat, und andererseits 
befindet sich unter diesen Oktaedern eines, welches den Meridian der reellen 
Zahlen zum Symmetriekreise hat. 
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(weil es nur für r ^ oo verschwinden soll) gleich C, und also c = c' 
zu setzen ist, während 8 verschwindet^ Des Weiteren ergibt sich, dass 

0= — 1728 c zu nehmen ist. Denn für sehr grosse Werthe von -^ 
reducirt sich -j- unserer Verabredung zufolge in erster Annäherung auf 

-^, während Z (wegen der Ikosaedergleichung) durch -- ^ ^ zu er- 

setzen ist. — Endlich aber folgt, dass alle Coefficienten in (18) reell 
sein werden. Wir hoben also Formel (18) jet^t so vereinfachty dass wir 
schreiben können: 

(19) Z:Z— 1:1 = (r -af (r^ -ßr + y) 

:r{r^-^6r + ty 

: - 1728, 

unter a, /3, y, £, g reelle Comtanten verstanden. 

Nun müssen a, ß, y, e, t, in üebereinstimmung mit dieser 
Formel jedenfalls so bestimmt werden, dass identisch folgende Rela- 
tion statt hat: 

(20) {r — af {f - ßr + y)+ 1728 ^r{f - er+ l)\ 

Indem wir diese Identität in zwecicmässiger Weise bdiandeln, erkennen 
wir, dass mit ihrer Hülfe a, ß, y, £, ^ vollkommen bestimmt sind. Zu- 
nächst nämlich haben wir, indem wir in (20) r = setzen: 

a^y = 4- 1728. 
Indem wir sodann (20) nach r diflferentiiren, finden wir weiter: 
(r' — af {5r' - (2a + 4/3) r + {aß + 3y)) 

= (^2 ^sr+t) ipr' - 3£r + g), 
oder, da (r^ — ar + g) und {r — a)^ nothwendig theilerfremd sind: 

5€ = 2a +4/3, 10a =3s, 
5g = aß + 3y, 5a' = g, 
also (durch Elimination von £, ^): 

11« = 3/5, 64a2 = 9y 
und durch Zusammenstellung mit der erstgefundenen Kelation: 

a^ = 3^ 

Nun soll aber a reell sein. Somit kommt: a = 3 und hieraus /J = ll, 
y «a 64| B = 10, 5 = 45. Die Besolvente des r lautet also einfach: 

~ ^— 1:1 — (r — 3)3(y2— llr + 64) 

'- r (r« — lOr + 45)^ 
- 1728. 
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§ 10. Bereohnung der Formen t und W. 

Wir berechnen jetzt nachträglich die Formen t und Wy wodurch 
wir einerseits dazu gelangen^ den Zusammenhang der im vorigen Para- 

graphen benutzten Grösse r mit dem -^ der Ikosaedergleichung ex- 

plicite darzulegen, andererseits die nothwendige Grundlage gewinnen 
für die invariantentheoretische Methode der Resolventenbildung. 

Schon in § 12 des ersten Kapitels bemerkten wir, dass zu der 
Tetraedergruppe, die wir hier zu betrachten haben, die Drehungen 

T, C7, TU 

gehören, denen wir sodann in § 7 des zweiten Kapitels die Sub- 
stitutionen: 

(f* — e) ^r + (e« — «») 



Z = 



(c* — s^)z — (c* — s) 



.'=-1 



= 






(g — £*) ^ _ (g2 _ ^8) 

entsprechend setzten. Wir berechnen für die Punktepaare, welche bei 
diesen Substitutionen fest bleiben, in homogener Form die folgenden 
Gleichungen: 

0^^ - 2 {e' + €') z.z, -z,' = 0, 

V + ^/ = 0, 

Nun mrd aber das Oktaeder t genau von diesen 3 Punktepa^aren gebildet 
Indem wir noch berücksichtigen, dass die Form t den Term -}- z^^ ent- 
halten soll, ergibt sich hiemach für letztere: 

(22) t (0„ z,) = {z,' + ^2') • (V - 2 (5 + e') z,z, - 0/) 

'{z,'-2{B^ + e\z,z,^z^^) 

= z,' + 2z,^z^ - bz.'z,'^ — 50,^V - ^W + ^2' 

Wollen wir jetzt das zugehörige W berechnen, so kann dies nach 
unseren früheren Entwickelungen geschehen, indem wir die fiesse'sche 
Form von t (z^, z^ aufstellen. Wir mögen noch festsetzen, was für 
die spätere Rechnung bequem ist, dass W (z^y z^ den Term — z^ 
enthalten soll. Solchergestalt kommt: 

(23) W{z,, z,) = - ^,« + ^iV, - lz,%' - lz,W 



+ 7j^i V — 7^i'^2' - ^1 V — ^: 



7 ^8 

2 ; 



und wir haben hiermit bereits den nächsten Zweck des gegenwärtigen 
Paragraphen erledigt. 
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Wir unterwerfen die t, TF^ jetzt den Operationen 

8" : g^' = ±€^'''01, V = + £*''• ^2- 
So entstehen resp. diejenigen fünf Werthe, welche bei unseren Gleichungen 
fünften Grades immer gleichzeitig in Betracht kommen, und die wir 
tv, Wy nennen wollen. Wir finden: 

(24) ty {z^, z^ = ^^z^^ + 2b^-z^z^ — 5a^z,^z. 



2 



2 



— h^^'Z^Z^ — ^h^'^Z^ Z^ + £2r^ 



6 
2 ? 



(25) W, {z^, z^) = — €^^z^^ + s^^z^'z^ — Ib^^z^^z^ - 1^'z^z^ 



3 



+ 7£*^;S?iV— 7£3V^2^- f^'^iV— «'^! 



8 



2 



Dabei wollen wir ausdrücklich untersuchen, wie sich die fünf U oder TFy 
bei den 120 homogenen Ikosaedersubstitutionen permutiren. Es geht 
dies allerdings schon aus der Angabe hervor, die wir in § 8 des ersten 
Kapitels betreffs der entsprechenden geometrischen Figuren gemacht 
haben. Aber es scheint doch nützlich, die betreffende Regel auch ex- 
plicite an unsere jetzigen Formeln anzuknüpfen. Wir haben die 120 
homogenen Ikosaedersubstitutionen aus folgenden Formeln durch Wie- 
derholung und Combination erzeugt: 

S: zl = + e^z^, z^ = + e^z^y 

T: ±yb'Z^ = -{B -e')z, + {e^-B^)z^, 

+ 1/5 . ;^2' = + (£« - £») z, + (£ - e') z,. 

Indem wir jetzt diese Werthe von z^, z^ statt z^, z^ in die Formen U 
(oder auch die W^ einführen, entstehen neue Formen ^y, deren Zu- 
sammenhang mit den ursprünglichen U sich nach kurzer Zwischen- 
rechnung folgendermassen ergibt: 

\^^) IT./' / /' / /' / /' / /' / 

Dabei sind in der Formel für S die Indices modulo 5 genommen. 

§ 11. Die Resolvente der u. 

Wir berechnen jetzt zunächst die Gleichung fünften Grades, dier 
unsere U genügen. Schreiben wir, der Formel (16) entsprechend: 

fi + at^ + U^ + ct^ + dt + e = 0, 

so werden a, b, Cy» * - in z^^ Z2 beziehungsweise vom 6*®^, 12*®^, 18*®*^,«« • 
Grade sein. Nun sollen sie zugleich ganze Functionen der /*, H, T 
sein. Daher müssen a und c jedenfalls verschwinden, während 6, (Z, e 
beziehungsweise zu f, /^, T proportional sein werden. Unsere Gleichung 
fünften Grades wird also folgende Gestalt haben: 
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wo X; A; ft Zahlenfactoren sind. Zu ihrer Bestimmung tragen wir 
entweder den Werth von t (22) und dier Werthe von f, H, T, wie 
wir sie früher angaben, in diese Gleichung ein, ordnen nach z^^^ ^x^z^t"" 
und verlangen, dass die drei höchsten nicht identisch verschwindenden 
Terme vermöge geeigneter Werthe der x, A, ft zu Null gemacht wer- 
den. Oder auch, wir bestimmen in den geeigneten symmetrischeu 
Functionen der U (24) jedesmal den höchsten nicht verschwindenden 
Term und vergleichen denselben mit dem höchsten Term in /*, p, T, 
Auf beide Weisen kommt übereinstimmend: 

7i = — 10, k = 45, ft = — 1, 

und unsere Gleichung fünften Grades lautet somit*): 

(27) f - lOf' f + 45f . ^ - T= 0. 

Um jetzt zu einer Resolvente der Ikosaedergleichung übergehen, 
setzen wir etwa: 

(28) « = ^^ 

(wo jetzt u allein von -^ abhängt). So kommt durch einfaches Eiu- 

tragen: 

(29) 48u^ (1- Zy - 40w» (1 - Z) + 15t^ - 12 = 0. 

Ich werde diese Gleichung weiterhin als Resolvente der u bezeichnen. 

§ 12. Die Hanptresolvente der Y. 

In unseren späteren Untersuchungen über Gleichungen fünften 
Grades werden solche Gleichungen, in denen die vierte und die dritte 
Potenz der Unbekannten gleichzeitig fehlen, eine besonders wichtige 
Rolle spielen. Offenbar gehört zu ihnen die Gleichung fünften Grades, 

der unsere W^ genügen. Denn es ist identisch: Z TFv = 0, ZTFv=0, 
indem es keine Ikosaederformen von den Graden 8 oder 16 gibt. Ge- 
nau so gehört zu ihnen die Gleichung fünften Grades, die man für die 
nächsthöhere Tetraederform, t • TT, aufstellen kann. Denn es ist wie- 
der identisch (und aus dem entsprechenden Grunde): TtyWv = 0^ 
Z{tvWvy = 0. Aber auch T (Wv) - (ty Wv) wird, vermöge derselben 
Ueberlegung, identisch Null sein. Daher werden zu unseren Gleichungen 
fünften Grades überhaupt diejenigen gehören, deren Wurzeln lineare Com- 
hinationen der Wv und ty Wv mit constanten Coefßeienten sind: 

(30) 1\ = 0' Wy + X'tyWy. 



*) Dies ist eben jene Gleichung, welche, wie schon erwähnt, bereits in den 
ersten Arbeiten von Brioschi auftritt. 



106 If 4- Ueber den algebraischen Charakter 

Wir stellen uns dementspreeliend die Aufgabe, für beliebige Werthe 
der 6y X die zugehörige Gleichung fünften Grades auszurechnen. Indem 
die Einzelheiten der Rechnung keinerlei principielles Interesse darbieten, 
theile ich hier gleich das Resultat mit. Man findet: 

(31) r^+5r2( 8^ •<?'+ T-ö'tr+ 72/3. (?r^+ fT^x'^) 
+5 r {—fH ' (?*+18f If. 6^x^+ HT . 6x''+2ipn' r*) 

Um hieraus eine Resolvente der Ikosaedergleichung herzustellen, recur- 
riren wir einmal auf die Formel (28) und setzen andererseits: 

(82) »-JÖ1. 

Dann können wir Formel (30) folgendermassen schreiben: 
(33) Yv = m • Vy -\- n - UvVv, 

wo* ff ' S X • M.T 



12/* ' 144/"^ 

gesetzt ist. Indem wir die hieraus resultirenden Werthe von ^, x in 
(31) eintragen, erhalten wir: 

(34) Z . r^ + 5 r^ /^Sm^ + I2m^n + ^^^'"1"'^)''' ) 

+ 15r (-4m*+ (iJ^) +47^=^) 

+ 3 (48m^ - ^^^Tz) + (1 -zy ) = Q- 

Es ist dies diejenige Resolvente fünften Grades der Ikosaedergleichung, 
welche wir später als Hauptresolvente bezeichnen werden. 

§ 13. Zusammenhang der neuen Kesolventen mit der Resolvente der r. 

Es gilt jetzt, den Zusammenhang unserer neuen Resolventen mit 
der Resolvente der r (§ 10) darzulegen. 

Zunächst, was die üebereinstimmung der functionentheoretischen 
und der invariantentheoretischen Methode angeht, so schreiben wir 
Gleichung (27) etwa folgendermassen: 

(35) T=t(t^- \Off + 45/^). 

Indem wir hier quadriren, beiderseits durch f^ dividiren und endlich 
für -j- wieder r schreiben, kommt: 

— 1728 (Z— 1) = r (r^ - lOr + 45)^ 

eine Gleichung, die in der That mit (21) übereinstimmt. 

Wir werden femer 

12«./** j nW'f 

u = — ^r^— und V = — H^ 

durch r rational auszudrücken haben. 
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Was u angeht, so erreichen wir dies sofort, indem wir für T den 
Werth (35) eintragen. Wir finden so: 

(36) u = — ä — — j-— - • 

Um V entsprechend darzustellen, erinnern wir uns, dass nach den Ent- 
Wickelungen von § 10 die Punkte -^pr = zugleich durch r — 3 = 

dargestellt sind. Es wird also -^ mit t^ — 3f bis auf einen Zahlen- 

factor übereinstimmen. Der Vergleich eines beliebigen Terms in der 
Entwickelung nach ^i, 02 zeigt, dass dieser Factor = + 1 ist. Daher 
kommt ohne Weiteres: 

(37) '" 



V 



r — s 



Tragen wir endlich die Werthe von (36), (37) in (33) ein, so ergibt sich: 

12m (r — 3) — 144n 



(38) 



r.= 



(r — 3) (r* — 10 r + 45) 

Natürlich würden wii:^ jetzt die Resolvente der u und die Hauptresol- 
vente auch berechnen können, indem wir zwischen (21) und (36), be- 
ziehungsweise (38), das r eliminirten*). 



§ 14. Ueber die Differenzenproduote der u und der Y. 

Ebenfalls mit Rücksicht auf die späteren Anwendungen berechnen 
wir jetzt noch die, wie wir wissen, in Z rationalen DiflFerenzenproducte 
der u und der Y. Wir betrachten etwa zunächst das folgende Product: 



V < V 



wo die dem Productzeichen beigesetzte Bemerkung bedeuten soll, dass 
nur diejenigen 10 Factoren ausmultiplicirt werden sollen, bei denen 
v<i/' ist (während gleichzeitig v und v' der Werthe 0, 1, 2, 3, 4 
fähig sein sollen). Bekanntlich ist dieses Product gleich der Deter- 
minante: 



1 


to ■ ■ 


■ C 


1 

• 


m • 


i • • 


• 


• • 


• • 


1 


h ■ ■ 


• • h' 



*) Dies ist die Art, vermöge deren Hr. Kiepert die Hauptresolvente abgeleitet 
hat: Äuflöstmg der Gleichungen fünften Grades (Göttinger Nachrichten vom 6. Juli 
1878, BorchardVs Journal Bd. 79). 
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Wir multipliciren die letztere jetzt nach dem Det^rmiuanteniimltipli- 
cationssatze mit: 

1 1 1 i 

t 

c2 ,3 ,4 



1 1 

1 S 

1 e^ 

1 6^ 

1 6^ 



. . = 25 j/5, \E = e^). 



So entsteht eine neue Determinante mit dmrehaos reellen und ganz- 
zahligen ZahlencoefGcienten: 



• 

Dieselbe ist in z^y z^ vom 60**" Grade, sie wird also (als Ikosaeder- 
form) gleich einer linearen Combination von H^ und f* sein müssen. 
Indem wir die Terme, welche z^^ und z^z^ enilialten, wirklich berechnen, 
constatiren wir, dass dieselbe = 5^ • H^ {z^, z^ ist Daher ist unser ur- 
sprüngliches Differenzenproduct: 

Yl ifr - tr) = 25 )/5 . iP {z^, z^). 



Nun haben wir aber: 



L = 



12 p 



Daher tvird das Differenzenproduct der w,.; 
(39) /J(«'-«')=-''^' 



144 



V <v 



{Z - 1)' 



V <v 



In ähnlicher Weise berechne ich das Differenzenproduct der F,. Indem 
wir zunächst von (30) ausgehen, finden wir: 

+ 2.5-/^(2«-3^-7-/*-31-ir»)ffV — r(2*-3*-7-/"^+ll-J3»)tfV 
— 2-3^-5-/'''(2«-3*-7-/'* — 13.jEP)ffV-2-5*./T(25-3*-/^— lf»)tf»r' 
-'d*-b-f*(2^-3^-l-f^-U-H^)«^T* — 3*-5-rr(2*.3*-/"*-JH"»)tfT:» 
-(2«.3«.ll./'"'-3*-7-fif»+l?«)r"}, 



rn^n 
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und, indem wir sodann zu (33) übergehen, ergibt sich die definitive 
Formel: 

(40) jfJ(F.~rvO = =^5^l2''^^(i— -^)^'' + 2'-^'-^-'^- 

+ i^z 

2^3^ ♦ 5 (3 • 7 — 31 » Z) m^n* — 2 ^ ■ 3^ (3 - 7 + 2 ■ nZ)m^n^ 

(1 - zy 

2» » 3^ ■ 5 (3 • 7 — 13 ■ Z) m*n^ + 2^ ■ 3' • 5 (3 — 2 Z) m ^n^ 

(1 - zy 

3* • 5 (7 — 1 1 . Z) m* n» + 3» • 5 (3 — 2* • Z) m w» 



+ 



(1 - zy 

(3« • 11 — 33 . 7.Z+ 2« . 32. Z«) n''' 



2^'{i — zy 



I- 



§ 15. Die einfachste Besolvente vom sechsten Grade. 

Zum Abschlüsse dieses Kapitels und namentlich zu dem Zwecke, 
um später unsere eigenen Entwickelungen mit den früheren Unter- 
suchungen anderer Mathematiker in einfache Verbindung zu setzen, 
betrachten wir nun noch die einfachste Resolvente sechsten Grades 
der Ikosaedergleichung, und zwar wollen wir zu dem Zwecke sofort 
die invariantentheoretische Methode benutzen*). 

Unter den 6 hier in Betracht kommenden Diedergruppen von 
jedesmal 10 Drehungen greifen wir diejenige heraus, deren Hauptaxe 
die beiden Punkte ;? = 0, cx) verbindet. Die niedrigste bei den ent- 
sprechenden homogenen Substitutionen völlig ungeändert bleibende 
Form ist, wie wir von früher wissen, das Quadrat von z^z^- Wir werden 
also zuvörderst die Gleichung sechsten Grades berechnen, der dieses 
Quadrat oder vielmehr die Grösse: 

(41) 900 = ö^i^V 

genügt, wo der Zahlenfactor 5 aus Zweckmässigkeitsgründen beigefügt 
und dem tp der Index cx) ertheilt worden ist, um die Benennungen 
9)y (1/ = 0, 1, 2, 3, 4 [mod. 5]) für die entsprechenden Ausdrücke 
übrig zu haben, welche den übrigen 5 Ikosaederdiagonalen entsprechen. 
Indem wir die homogenen Ikosaedersubstitutionen, welche TS^ ent- 
sprechen, auf 9)qo in Anwendung bringen, finden wir für diese 9)^: 

(42) g>, = {b^z^^ + 2z,z,_ - ^^z^^. 

Sei jetzt die Gleichung sechsten Grades, der die tp genügen: 



*) Man Tergl. etwa wieder Annnlen XII, pag. öl7, 518. 
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so sind a', h\ c', . . . Ikosaederforraen beziehungsweise vom 4*®°, 8^^y 
12*®", . . . Grade. Daher folgt sofort, dass a' = fc' = (Z' = 0, während 
c\ e\ /*', von numerischen Factoren abgesehen, beziehungsweise mit /) H 
und f^ übereinstimmen müssen. Wir bestimmen diese Factoren in be- 
kannter Weise, indem wir auf die Werthe von /*, H und (p in iS^, 02 
zurückgreifen. So finden wir mit leichte)' Mühe die folgende Gleichung: 

(43) 9« — 10/*. g)3 + fi". 9 + 5/*2 = 0. 

Beschäftigen wir uns einen Augenblick mit der Gruppe dieser 
Gleichung. Dieselbe wird, wie aus unseren früheren Entwickelungen 
hervorgeht, durch diejenigen 60 Vertauschungen der (p gegeben sein, 
welche den 120 homogenen Ikosaedersubstitutionen entsprechen (wobei 
wir nicht vergessen dürfen, dass wir ein für allemal € adjungirt haben). 
Nun setzen sich die letzteren alle aus den Substitutionen S und T zu- 
sammen, die wir noch in § 10 wieder namhaft machten. Offenbar 
bleibt bei S das q)^ ungeändert, während g)„ in (fv-^i übergeht. Wir 
können dies in die eine Formel zusammenfassen: 

v' ^v -{- 1 (mod. 5), 

insofern ja für v = cx) das so bestimmte v' ebenfalls cx) wird. Anderer- 
seits wird bei T das tp^ mit (p^^^ das (pi mit 9)4, das 92 ^^^ ^3 wechsel- 
weise vertauscht, was durch die eine Formel wiedergegeben wird: 

v' ^ (mod. 5). 

Aus den beiden so gewonnenen Formeln setzen sich nun, bekannten 
Lehren der Zahlentheorie zufolge, überhaupt alle Formeln: 

.' ^ f ^-f I- (mod. 5) 

zusammen, bei denen «, /3, y, d ganze Zahlen sind, die der Congruenz 
(aS — ßy) :^ l (mod. 5) genügen. In der That ist die Zahl dieser 
Formeln, sofern wir alle solche Werthsysteme «, /3, y, tf, welche 
modulo 5 übereinstimmen oder durch einen gleichförmigen Vorzeichen- 
wechsel zur üebereinstimmung gebracht werden, immer nur als eines 
zählen, gleich 60. Also: 

Die Gruppe unserer Gleichung sechsten Grades wird von denjenigen 
60 Vertauschungen der Wurzeln (pv gebildet, welche durch die verschieden- 
artigen Formeln: 

(44) V' = j^ (mod. 5) 

geliefert werden. 

Dies ist aber gerade, nach den Untersuchungen von Gahis, die- 
jenige Gruppe, welche der Modul argl eich ung sechster Ordnung für 
Transformation fünften Grades der elliptischen Functionen zukommt. 
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Und in der That hat Hr. Kronecker ^ indem er gelegentliche Andeu- 
tungen JcLCÖbi's weiter verfolgte, von den elliptischen Functionen aus- 
gehend^ schon vor langer Zeit, in natürlich anderer Bezeichnungs weise, 
genau die Gleichung (43) abgeleitet*). Wir werden noch wiederholt 
und ansfiihrlich auf diesen Umstand zurückkommen. 

Um jetzt (43) in eine Resolvente der Ikosaedergleichung zu ver- 
wandeln, setzen wir etwa: 

(45) S = -^-, 
wir erhalten so durch einfache Substitution: 

(46) £« — 10 Z' 5^ + 12 Z^ . £ + 5^2 _ 0. 

Wir wollen dieses Resultat noch dadurch vervollständigen, dass wir 
aus ihm eine zweite Resolvente ableiten, deren Wurzel eine solche 
rationale Function zehnten Grades von ist, welche sich bei den 
10 Substitutionen der in Betracht kommenden Diedergruppe nicht ändert. 
Eine solche Function ist beispielsweise: 

(47) 1 = ^, 

indem nämlich Zähler und Nenner dieses Ausdrucks den in ;s?j, 02 
quadratischen Factor "j/^) gemein haben. Um die zugehörige Resol- 
vente zu bilden, schreiben wir (43) in folgender Weise: 

(48) _^_jp!jr_lorcp3 + 6r 



cp 



cubiren und dividiren beiderseits durch 1728/*^ So kommt: 

^ ^ _(|2 - loa + 5)« 



— 1728S ' 

oder auch (wenn wir den Werth von {Z — 1) in geeigneter Weise 
umsetzen): 

(49) Z: Z ~ 1 : 1 = (§2 _ 10g + 5)^ 

: (r — 4g - ly (r - 22s + 125) 

: - 1728g. 
Dieselbe Gleichung hätten wir wieder ohne jede Benutzung expliciter 
Formeln durch functionentheoretische Betrachtung ableiten können**). 
Ich gebe schliesslich noch die Formel, vermöge deren sich g (45) 
du/'ch unser jetziges g rational ausdrückt. Nach (48) ist: 

und also: 

(50) g= -^'+r" -- 



*) Man gehe die Citate im ersten und dritten Kapitel des folgenden Ab- 
schnittes, man vergl. andererseits §. 8 des hier folgenden Kapitels. 

*•) Vergl. Mathematische Annalen XIV, pag. 143 (Formel (19) daselbst). 
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§ 16. Schlussbemerkung. 

Die Entwickelungen der letzten Paragraphen nehmen mehrfach 
auf die Anwendungen Bezug, welche von ihnen im zweiten hier folgen- 
den Abschnitte gemacht werden sollen. Es ist hiermit bereits ange- 
deutet, dass die Betrachtungen des gegenwärtigen Kapitels für unseren 
weiteren Gedankengang von der massgebendsten Bedeutung sein wer- 
den. Sei es gestattet, dies noch genauer zu präcisiren. 

Wir sahen bereits im dritten Kapitel des gegenwärtigen Ab- 
schnitts, dass man die Auflösung unserer Fundamentalgleichungen 
functionentheoretisch als Verallgemeinerung der elementaren Aufgabe 
betrachten kann: aus einer Grösse Z die n^ Wurzel zu ziehen. Die 
algebraischen üeberlegungen des gegenwärtigen Kapitels haben uns 
dann freilich gezeigt, dass die Irrationalitäten, welche durch die 
Gleichungen des Dieders, Tetraeders und Oktaeders eingeführt werden, 
durch wiederholtes Wurzelziehen berechnet werden können. Die IJco- 
saederirrationdlität dagegen hat ihre selbständige Bedeutung 'behalten. Hier- 
nach erscheint eine Erweiterung der gewöhnlichen Gleichungstheorie 
indicirt. Man beschränkt sich in letzterer gewöhnlich darauf, diejenigen 
Probleme zu untersucheu, welche sich durch wiederholtes Wurzelziehen 
erledigen lassen. Wir werden jetzt als weitere, durchführbare Operation 
die Auflösung der Ilcosaedergleichung adjungiren und fragen, ob unter 
den Aufgäben, die sich durch Wurzelziehen allein nicht erledigen lassen, 
nicht solche sein mögen, bei denen dies mit Hülfe der IJcosaederirrationa- 
lität gelingt. 

In diesem Sinne nun behandelt der zweite Abschnitt unserer 
Darstellung das allgemeine Problem der Auflösung der Gleichungen 
fünften Grades. Der Versuch, diese Auflösung mit Hülfe der Iko- 
saedergleichung zu bewerkstelligen, erscheint um so naturgemässer, 
als die Gruppe der Gleichungen fünften Grades nach Adjunction der 
Quadratwurzel aus der Discriminante mit der Gruppe der Ikosaeder- 
gleichung holoedrisch isomorph ist, und als wir in den vorhin auf- 
gestellten Resolventen fünften Grades der Ikosaedergleichung ebenso 
viele specielle Gleichungen fünften Grades haben, deren Beziehung zur 
Ikosaedergleichung von vorneherein feststeht. 



Fünftes Kapitel. 
Allgemeine Theoreme nnd Clesichtspnnkte. 

§ 1. Würdigung des bisherigen Gedankengangs, Verallgemeineningen. 

Nachdem wir jetzt im dritten und vierten Kapitel die wesentlichen 
Eigenschaften unserer Fundamentalaufgaben studirt haben, werden wir 
fragen^ worin die merkwürdige Einfachheit derselben, die sich überall 
bewährt hat, in letzter Ursache begründet sei. Hierüber kann, wie 
ich glaube, kein Zweifel sein: es ist die Eigenschaft dieser Probleme, 
dass immer aus einer ihrer Lösungen alle anderen durch a priori beJcannte 
lineare Substitutionen hervorgehen. Der geometrische Apparat, von dem 
wir in den Entwickelungen des ersten und zweiten Kapitels ausgegangen 
sind, hat gedient, um zu unseren Problemen hinzuführen und ihre 
ersten Eigenschaften zu veranschaulichen: nun er uns dieses geleistet 
hat, können wir ihn in der Folge bei Seite lassen*). Indem wir uns 
diese Auffassung bilden, werden wir naturgemäss fragen, ob nicht auch 
andere Gleichungen oder Gleichungssysteme existiren mögen, welche 
in jenem wesentlichsten Punkte mit unseren Fundamentalaufgaben 
übereinstimmen ? 

Wir suchen also zuvörderst, so weit es möglich ist, nach neuen 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Veränderlichen (oder 
zweier homogener Veränderlicher 0^, z^. Aber wir werden sofort 
zeigen (§ 2), dass alle solche Gruppen auf die uns bereits bekannten 
zurückkommen. Wenn wir also unsere Fragestellung in der erwähn- 
ten, nächstliegenden Weise auffassen, so sind die bisher behandelten 
Gleichungen und Gleichungssysteme die einzigen ihrer Art. Es ist 
dies ein Resultat, welches geeignet ist, unseren bisherigen Betrach- 
tungen, die bei ihrer inductiven Form zuvörderst auf kein fest um- 
grenztes Ziel loszusteuern schienen, einen gewissen absoluten Werth 
beizulegen. In der That sehen wir, dass unsere Fundamentalgleichungen 
bei zahlreichen mathematischen Untersuchungen der letzten Jahre immer 



*) Es soll dies nur ad hoc und dann ferner für die Entwickelungen des zweiten 
hier folgenden Abschnittes gelten. Für die genauere Durchführung der im Texte 
in Aussicht genommenen Verallgemeinerungen ist eine anschauungsmässige Deutung, 
jedenfalls sobald es sich um transcendente Functionen handelt, zur Zeit durchaus 
unentbehrlich, wie wir denn auch in §. 6 des gegenwärtigen Kapitels sozusagen 
unwillkürlich auf geometrische Erläuterangen zurückfallen. 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 8 
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als eine besonders bemerkenswerthe, geschlossene Gruppe auftreten. 
In dieser Hinsicht werde ich in § 3 des Folgenden die einfachen Ent- 
wickelungen erbringen, vermöge deren man zeigt, dass sich mit Hülfe 
unserer Fundamentalgleichungen alle linearen^ homogenen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten^ wdche durchaus 
algebraische Integrale haben, mit leichter Mühe aufstellen lassen, üebrigens 
aber verweise ich, was die analoge Bedeutung unserer Fundamental- 
gleichungen für die linearen, homogenen Differentialgleichungen 
m*®' Ordnung mit rationalen Coefficienten angeht, auf die bereits 
genannte Abhandlung von Halphen*)] was ferner die Rolle betrifft, 
die unsere Fundamentalgleichungen in der Theorie der elliptischen 
Modulf unctionen und dementsprechend in der zahlentheoretischen Unter- 
suchung der binären quadratischen Formen spielen, auf meine eigenen 
Untersuchungen**) und diejenigen von Hrn. Gierster^^*). 

Inzwischen können wir unsere Fragestellung in doppeltem Sinne 
verallgemeinern. 

Einmal werden wir an Stelle der Variabel en 0^, z^ eine grössere 
Zahl homogener Veränderlicher: z^y z^ - - - Zn in Betracht ziehen und 
nach den endlichen Gruppen linearer Substitutionen fragen können, 
die bei ihnen bestehen mögen. Ich will dies sogleich (in § 4, 5) noch 
näher ausführen und hier nur hervorheben, dass in Folge der dabei 
zu Tage tretenden Gesichtspunkte die Entwickelungen des zweiten 
hier folgenden Abschnitts als einzelner Beitrag zu einer allgemeinen 
Theorie erscheinen, welche die gesammte Gleichungstheorie in sich 
Befasst. 

Unsere zweite Verallgemeinerung geht nach anderer Richtung: 

wir werden an der einen Veränderlichen z = -^ festhalten^ dafw aber 

unendliche Gruppen linearer Substitutionen in Betracht zieJien. Hier öffiiet 
sich jenes grosse Gebiet der eindeutigen transcendenten Functionen mit 
linearen Transformationen in sich selbst, auf welche neuerdings von ver- 
schiedenen Seiten her^ und insbesondere durch Hm. Poincare, die all- 
gemeine Aufmerksamkeit gelenkt worden istf). Ich kann auf die hier 



*) Sur la reduction des equations diff&rentielles Uneaires aux formes integräbles, 
Mämoires pr^sentäs etc. XXVIII, 1. (1880-83). 

**) Vergl. insbesondere Bd. XIV der Mathematischen Annalen, pag. 148—160 

(1878). 

***) lieber Relationen zwischen Classenzahlen binärer quadratischer Formen von 
negativer Determinante, Erste Note (Göttinger Nachrichten vom 4. Juni 1879, oder 
auch Math. Annalen Bd. XVII, pag. 71 ff.). 

f ) Man vergleiche die zahlreichen Mittheilungen von Poincare in den Comptes 
Rendus de TAcadämie des Sciences, sowie seine Abhandlungen in Bd. XIX derMathem. 
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sich ansschliessenden Fragen in den folgenden Paragraphen natürlich 
in keiner Weise genauer eingehen. Meine Darstellung soll nur so weit 
führen, dass die Stellung der einfachsten Functionsclasse unter den 
übrigen, nämlich der elliptischen Modulf unctionen, klar begriffen wird. 
Es knüpft sich daran der Nachweis (§ 7, 8), dass die Gleichungen des 
Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders sich in ähnlicher Weise durch 
elliptische Modulfunctionen lösen lassen, wie etwa eine binomische 
Gleichung durch Logarithmen, eine cubische Gleichung (und auch die 
allgemeine Gleichung des Dieders) durch trigonometrische Functionen, 
— und diesen Nachweis wollte ich in seinen allgemeinen Zügen 
bringen, weil er einen derjenigen Punkte bezeichnet, auf welche sich 
in der Theorie der Gleichungen, und insbesondere der Gleichungen 
fünften Grades, das Interesse der Mathematiker nachhaltig con- 
centrirt hat. 

Offenbar können wir die. beiden hiermit angedeuteten Verall- 
gemeinerungen auch verbinden: wir können transcendente Functionen 
mehrerer Variabler mit unendlich vielen linearen Transformationen in 
sich selbst studiren*). Aber wichtiger sind für uns hier wohl die 
Betrachtungen, die ich in § 9 entwickele, denen zufolge zwischen den 
beiderlei Verallgemeinerungen überhaupt kein durchgreifender Unter- 
schied besteht. Hierdurch werden die Perspectiven, zu denen in § 5 
bereits die Betrachtung der endlichen Gruppen geführt hat, so zu sagen 
ins Unbegrenzte erweitert. 

§ 2. Bestünmung aller endliehen Gruppen linearer Substitutionen 

einer Veränderliehen. 

Die Aufgabe, alle möglichen endlichen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen einer Veränderlichen zu bestimmen, ist auf verschiedene 
Weisen behandelt werden. An meine anfängliche geometrische Me- 
.thode**) schliesst sich die analytische des Hrn. Gordan***) y sodann 



Annalen und in den Bänden 1 und 2 der Acta Mathematica (1881—1883). Ueberdies 
wolle man meinen Aufsatz in Bd. XXI der Mathematischen Annalen (1882) zu 
Bathe ziehen: Neue Beiträge zur Riemann' sehen Functionentheorie ; es ist dort 
namentlich auch die Literatur des Gegenstandes ausführlich angegeben und be- 
sprochen. 

*) In dieser Richtung bewegen sich die neuesten Untersuchungen von Hm. 
Picardf man vergl. Comptes Rendus . . . 1882, 83, sowie Acta Mathematica Bd. I, II. 
**) Sitzungsberichte der Erlanger physikalisch-medicinischen Gesellschaft vom 
Juli 1874, Mathematische Annalen, Bd. 9 (1876). 

***) Üeber endliche Gruppen linearer Substitutionen einer Veränderlichen, Math. 
Annalen Bd. XII (1877). 

8* 
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der allgemeine Ansatz von Hm. C, Jordan*), vermöge dessen Letzterer 
in der Lage ist, auch bei grosserer Yariablenzahl die entsprechende 
Fragestellung zu erledigen. Ich werde hier eine functionentheoretische 
Betrachtungsweise benutzen, welche ich bereits bei Gelegenheit an- 
deutete**). Dieselbe geht darauf aus, sofort die Gleichungen in Be- 
tracht zu ziehen, deren Wurzeln durch die Substitutionen der Gruppe 
in einander transformirt werden, — worauf sich mit leichter Mühe 
zeigen lässt, dass diese Gleichungen im Wesentlichen auf die bisher 
untersuchten Fundamentalgleichungen zurückkommen. Der Gedanken- 
gang, den Hr. Halphen neuerdings zu gleichem Zwecke eingeschlagen 
hat***), ist von dem hier gegebenen nicht wesentlich verschieden, 
üebrigens ist eine Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen einer Veränderlichen implicite auch in den Untersuchungen 
von Hrn. Fttchs über algebraisch integrirbare lineare Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung enthalten f), Untersuchungen, die wir 
schon mehrfach in Kap. H und HI citirten, und auf welche wir im 
folgenden Paragraphen wieder Bezug nehmen werden. Man kann sagen, 
dass diese Arbeiten von Hrn. Fuclis sich dadurch von den meinigen 
unterscheiden, dass er gleich anfangs den formentheoretischen Stand- 
punkt hervorkehrt, während ich mit functionentheoretischen Betrach- 
tungen beginne. 
Es seien 

% {x) = X, ^1 ix), llf^i^), i^N- 1 {x) 

die N linearen Functionen, welche, gleich x' gesetzt, eine endliche 
Gruppe von N linearen Substitutionen der Variabelen x vorstellen. 
Es seien ferner a, b irgend zwei Grössen, in der Art ausgewählt, dass 
keiner der Ausdrücke ^ (a) gleich &, oder, was dasselbe ist, keiner 
der Ausdrücke ^ (b) gleich a ist. Wir bilden uns dann die Gleichung: 
{% jx) — a)('ip,(x) — ä) {^^__ 1 (x) — o) 

^ ^ {v>o (^) - &) (^i (o:) - 6) . : . . . . (^jf_^ {X) - 6) — ^• 

So haben wir offenbar eine Gleichung N^^ Grades, welche bei den 
N Substitutionen unserer Gruppe ungeändert bleibt, und deren N, einem 
beliebigen Werth von X entsprechende Wurzeln daher jedesmal aus 
einer derselben durch unsere N Substitutionen hervorgehen. In der 



*) Memoire sur les equations differentielles lineaires ä integrale dlgebrique, 
Borchardt's Journal Bd. 84 (1878), sowie: Sur la determination des groupes d' ordre 
fini contenus dans le groupe lineaire, Atti della Reale Accademia di Napoli (1880). 
**) Math. Annalen Bd. 14, pag. 149—150 (1878). 
***) Siehe das Citat auf p. 114. 
t) Göttinger Nachrichten vom August 1876, Borchardt's Journal Band 81, 85 
(1875, 77). 
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That, wenn wir in (1) statt x irgend ein '^{pc) substituiren, so ist, 
weil die ^ nach Voraussetzung eine Gruppe bilden, der Erfolg nur der, 
dass die Factoren.im Zähler und ebenso die Factoren im Nenner der 
linken Seite von (1) in gewisser Weise unter einander permutirt werden. 
Unsere Behauptung soll nun diese sein: dxiss wir die Gleichung (1) 
einfach dadurch in eine der bisher von uns betrachteten Fundamental- 
gleichungen werden überführen können j dass mr statt x, X geeignete 
lineare Functionen von x und X substituiren: 






Zum Beweise fragen wir zunächst, für welche Werthe von X die 
Gleichung (1) mehrfache Wurzeln besitzen mag. Sicher ist, dass, wenn 
für einen Werth von X einmal v Wurzeln x zusammenfallen, dxiss 
dann alle ^ugeJiörigen Wurzeln x m je v coincidiren. Es folgt dies aus 
der Betrachtung der Substitutionen ^ genau so, wie wir dasselbe 
Theorem im ersten Kapitel hinsichtlich der Rotationsgruppen und 
solcher Kugelpunkte, die bei einigen Rotationen fest bleiben, bewiesen 
haben. Wir wollen jetzt annehmen, dass den Werthen X= X^, Xg, .... 
in dem hiermit erläuterten Sinne lauter i/j-fache, i/g-fache, . . . Wurzeln 
entsprechen mögen. Nach den Erläuterungen des § 4 unseres dritten 
Kapitels haben wir dann für die Functionaldeterminante (2 ^ — 2)*®** 
Grades, welche sich aus Zähler und Nenner der linken Seite von (1) 
berechnet [nachdem man beide, durch Multipliciren mit den Nennern 

der ^, in ganze Functionen von x verwandelt hat], — Wurzeln von 

N 
der Multiplicitat (v^ — 1), — Wurzeln von der Multiplicität (i/g — 1), etc. 

Daher ist: 

2j-{v,-1) = 2N-2, 

i 

oder, anders geschrieben: 

Unsere Methode unrd jetzt vorab die sein, dass um diese Gleichung als 
eine diophcmtische Gleichung für die ganzen Zahlen i/,, N betrachten und 
sämmüiche Lösungssysteme derselben aufsuchen. 

Das Letztere geschieht in äusserst einfacher Weise. Wir Consta- 
tiren zunächst, dass die Anzahl der Vi nicht kleiner als 2 und nicht 
grösser als 3 sein kann (insofern wir N, wie selbstverständlich, > 1 
nehmen). Wäre nämlich die Anzahl der Vi gleich 1, so wäre die linke 
Seite von (3) < 1, während die rechte für N> \ grösser oder gleich 1 
ist. Wäre aber die Anzahl der v, ^ 4, so würde die linke Seite von 
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(2) ^ 2 sein, weil jeder Summand |1 j selber > -ö" ^^^y ^^^ ^*^ 

wäre nicht minder ein Widerspruch. 

Wir nehmen jetzt erstens die Zahl der Vi gleich 2, schreiben also 
statt (2) einfach: 

oder: 

Nun kann, wie selbstverständlich, keines der Vi^N sein; es ist also 
— ^ ^ • Wir schliessen hiemach, dass im vorliegenden Falle — 

und — beide gleich -j^ sein müssen. Also kommt: 



(3) v,=v, = N, 

wo N beliebig ist, und dies ist unser erstes Lösungssystem. 

Nehmen wir ferner die Zahl der i// gleich 3 und setzen also statt 
(2) die Gleichung: 

(4) iJr.+ i + ^ = ^+^- 

So sage ich zuvörderst: Mindestens eines der i/, muss gleich 2 sein. 
Wäre nämlich jedes der drei i// ^ 3, so würde die linke Seite von (4) 
^ 1 werden, was unmöglich ist. Wir setzen also etwa v^ = 2. So bleibt : 

Es ist nun möglich, dass noch ein zweites v, sagen wir i/g, gleich 2 

ist. Wir finden dann: 

1 2 

Hiermit liahen wir unser zweites Lösungssystem, das wir folgendermassen 
bezeichnen wollen, unier n eine beliebige Zahl verstanden: 

(5) N = 2n, Vi =^2, 1^2 = 2, 1/3 = n. 

Ist aber keine der beiden Zahlen Vg? ^3 gleich 2, so muss mindestens 

eine derselben gleich 3 sein. Denn anderenfalls wäre 1 < — . 

während es doch > y sein soll. Demnach setzen wir v.^ = 3. So bleibt: 

1 1 I 2 

-r 



1/3 6 ' iv 



Es ist also jedenfalls 1/3 < 6. Dagegen können wir nach Belieben 
V3 = 3, 4, 5 wählen. Wir bekommen dementsprechend -N^= 12, 24^ 60, 
womit jedesmal alle unsere Bedingungen befriedigt sind. Hs gibt also 
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noch drei weitere Löstingssysteme, die mr in folgender Tabelle ^tisammenr 

stellen: 

IN = 12, v, = 2; 1/2 = 3, 1/3 == 3; 

j\r=24, 1/, = 2, 1/2 = 3, 1/3 = 4; 

N = 60, i/j = 2, i/g = 3, 1/3 == 5. 

Die fünferlei so gefundenen Lösungssysteme entsprechen, wie man 
sofort sieht, genau unseren 5 Fundamentalgleichungen: der binomischen 
Gleichung, der Gleichung des Dieders, Tetraeders, Oktaeders und Iko- 
saeders. Wir werden jetzt zeigen, dass mr unsere Gleichung {!), je nach 
dem Lösungssystenie (3) oder (5) oder (6\ das mr unserer diophantisclien 
Gleichung beilegen wollen, in der That auf dem in Aussicht genommenen 
Wege in die jedesmal entsprechende Fundamentalgleichung überführen 
können. 

Nehmen wir den Fall (3) vorweg. Statt X mögen wir bei ihm 

^ = X - x; 

einführen. Wir haben dann für Z =^ und für Z = 00 je eine ^-fache 
Wurzel X, Unsere Gleichung (1) lässt sich also folgendermassen • 
schreiben: 



\x — x^ J ' 



und hier haben wir nur noch: 

X ^~" Xi 



JU ~^ M/M 



= Z 



ZU setzen, um die binomische Gleichung: 

vor uns zu haben. 

In den anderen vier Fällen wollen wir 

X Xg X, Xg 



z = 



X Xg Xj X2 

wählen, so dass für Z = lauter i/^-fache, für Z = 00 lauter 1/3-fache, 
für Z = l lauter i/^-fache, d. h. doppelte Wurzeln sich einstellen. In- 
dem wir mit <t)i, <i>2, <t>3 geeignete ganze Functionen von x bezeichnen, 
nimmt unsere Gleichung (1) dann folgende Gestalt an: 

Z:Z— 1:1 = (p\^{x): (p\^ (x) : <t)J (x), 

wo wir für i/^, i/j, 1/3 eines unserer Lösungssysteme eingetragen denken 
müssen. Hiermit combiniren wir jetzt die entsprechende Fundamental- 
gleichung, der wir früher die Gestalt ertheilt hatten: 

Z:Z- \:l=cFl^(z): c'F]'^ (z) : Fj- (0), 
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Unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass in 
Folge dieser zweierlei Gleichungen z eine lineare Function von x ist: 

_ ax + ß 

Zu dem Zwecke erinnern wir uns der Differentialgleichung dritter Ord- 
nung, die wir früher für z als Function von Z aufgestellt haben (siehe 
§ 8 des 3. Kapitels): 

V^lz 2vi^Z—iy^2v^^'Z^^ 2iZ—X)Z 

Indem wir die Beweisgründe durchgehen, die wir bei Aufstellung dieser. 
Gleichung benutzten, erkennen wir, dass x in Bezug auf Z jeweils der- 
selben Differentialgleichung genügt Nun sind, wie wir wissen, alle 
Lösungen einer solchen Differentialgleichung lineare Functionen einer 
beliebigen Particularlösung. Daher ist auch z lineare Function von a?, 
was zu beweisen war. — 

Wir wollen das hiermit gewonnene Resultat noch genauer zu- 
sammenfassen. Es handelte sich darum, alle endlichen Gruppen linearer 
• Substitutionen: 

x' = ^» {x)y i = 0, 1, .. . . . (JV — 1), 

aufzusuchen. Wir erkennen jetzt, dass wir dieselben alle gewinnen, 
indem wir die endlichen Gruppen, die wir in § 7 des zweiten Kapitels 
zusammenstellten, als Ausgangspunkt wählen und nun in die damals 
gegebenen Formeln statt z ein beliebiges x durch die Gleichung 

z = — — ^-y einführen, worauf natürlich z' in entsprechender Weise 
durch x' = i — — - ersetzt werden muss. 

yz - cc 

§ 3. Algebraisch integrirbare lineare, homogene Differentialgleichtingen 

der zweiten Ordnung. 

Wie wir in § 1 in Aussicht nahmen, beschäftigen wir uns jetzt, 
mit Unterbrechung unseres allgemeinen Gedankenganges, mit der Auf- 
gabe: alle linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
rationalen Coeffidenten anzugeben: 

(7) y" +P'y +a'y = ^j 

welche durchaus algebraische Lösungen besitzen. In der That erledigt 
sich diese Aufgabe unter Zugrundelegung derjenigen Entwickelungen, 
die wir im dritten Kapitel hinsichtlich der linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung ohnehin erbracht haben, nunmehr so ein- 
fach, dass es unrichtig scheinen würde, sie hier bei Seite zu lassen. 
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Wir ersetzen zunächst^ wie wir es im dritten Kapitel thaten (§ 7 
daselbst), die Differentialgleichung (7) durch diejenige Differential- 
gleichung dritter Ordnung: 

(8) M. = ^-|(f) = 2g-f/-i>' = r(Z), 

von welcher der Quotient r^ zweier beliebiger Particularlösungen y^, y^ 
von (7) abhängt. Offenbar ist i^ algebraisch^ wenn y^ und y^ es sind. 
Erinnern wir uns nun der Formelh (Kap. II, Glch. (33)): 



2/i = ^ • y^i 2/2 



1/4. r^>^^ 

f ri 



so sehen wir, dass wir dann^ aber auch nur dann den Rückschluss 

mächen können, wenn fpdZ der Logarithmus einer algebraischen 

Function ist*). Es ist dies eine erste, dem Coeffidenten p aufzuwiegende 
Bedingung. Indem wir dieselbe in der Folge als erfüllt ansehen, können 
wir überhaupt die Gleichungen (7) bei Seite lassen und haben nur 
noch die Aufgabe, alle algebraisch integrirbaren Gleichungen (8) auf- 
zustellen^ wobei r (Z) eine unbekannte, aber jedenfalls rationale 
Function bezeichnet! Diese Aufgabe behandeln wir dann in der Weise, 
dass wir zuvörderst alle algebraischen Integralgleichungen angeben, 
welche differentiirt zu Differentialgleichungen dritter Ordnung der ge- 
suchten Art hinleiten; die Aufstellung der Differentialgleichungen selbst 
wird dann hinterher mit grosser Leichtigkeit erfolgen. 

Die Function r^ (Z) wird als algebraische Function von Z in der 
Ebene Z eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten besitzen; wir 
wollen dieselben in der Art durch ein Netz von Querschnitten verbinden, 
dass die Ebene Z eine einzige zusammenhängende Bandcurve bekommt. 
In der so zerschnittenen Ebene construiren wir uns dann zunächst einen 
ersten, nothwendig überall eindeutigen Functionszweig i^^? welcher der 
Differentialgleichung (8) genügt. Der allgemeinste Functionszweig, wel- 
cher (8) befriedigt, wird, wegen der Grundeigenschaffc des Differentialaus- 
drucks [rßzj eine lineare Function dieses t^q sein. So oft wir daher i^q 
über einen der Querschnitte hinüber fortsetzen, erfährt es eine (natür- 
lich nur von dem Querschnitte abhängige) lineare Substitution. Wir 
erhalten also, indem wir in irgendwelcher Combination oder Wieder- 
holung alle möglichen Querschnitte überschreiten, für unser y^q eine 
Gruppe linearer Substitutionen. Nun soll, verlangen wir, tjq von Z 
algebraisch abhängen. Daher muss die Anzahl der Functionszweige, 



*) Da p rational sein soll, so können wir ebensowohl sagen: JpdZ soll der 
Logarithmus einer rationalen Function sein. 
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welche aus r^Q beim üeberschreiten der Querschnitte entstehen, und 
somit auch die Zahl der linearen Substitutionen, welche vjq erfahrt, 
endlich sein. Wir kommen also unmittelbar auf die Fragestellung des 
vorigen Paragraphen zurück und können das Resultat desselben sofort 
in folgender Form aussprechen: 

Soll r^Q in Z algebraisch sein, so gibt es eine lineare Function z von tjq , 

für welche entweder z^ oder eine der andren Fundamentalfunctionen c — ^ 

beim Üeberschreiten beliebiger Querschnitte der Z-Ebene ungeändert bleibt. 

Dieses js ist natürlich selbst eine Lösung von (8). Andererseits 
wird der ungeändert bleibende Ausdruck, weil er eine algebraische 
Function von Z sein soll, eine rationale Function von Z sein müssen. 
Daher haben wir: • 

Soll Gleichung (8) algebraisch integrirbar sein, so muss sich bei geeig- 
neter Auswahl der Farticularlösung z die Integralgleichung in einer der 
5 Formen schreiben: 

(10) z^^RiZ), c^ = R(Z), 

tmter R (Z) eine rationale Function von Z verstanden. 

Wir leiten nun umgekehrt aus einer beliebigen der Gleichungen (10) 
den Werth von [z]z ab. Wir schreiben zu dem Zwecke einen Augenblick: 

^^ = Z,, bez. c -^1^ = Zi5 

so ist nach unseren früheren Untersuchungen: 

Nun fanden wir andererseits in § 6 des dritten Kapitels die allge- 
meine Formel: 

Indem wir hier für Z^ seinen Werth R (Z) eintragen, gewinnen wir 
die folgenden DifiFerentialgleichungen, denen r^ = z genügt: 

(11) 



iN'M' 



Ivh = R 



'2 



±- + ±-±-1 
^l'-l I »2"—^ I ^l' ^2^ n' 



+ [Bh. 



Offenbar subsumiren sich diese Differentialgleichungen unter die Formel 
(8), indem auch bei ihnen rechter Hand eine rationale Function von Z 
steht. Daher schliessen wir, dass die in Formel (10) eingeführte ratio- 
nale Function R (/) überhaupt jede beliebige rationale Function sein darf^ 
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und dass in diesem Sinne die Gleichungen (11), denen als particuläre 
Integrale die Gleichungen (10) entsprechen, die allgemeinsten von uns ge- 
suchten Differentialgleichungen sind. Hiermit aber ist die Aufgabe, welche 
wir zu Anfang dieses Paragraphen formulirten^ vollständig erledigt'*'). 

§ 4. Endliche Gruppen linearer Substitutionen bei grösserer 

Variablenzahl. 

Indem ich mich jetzt zu der ersten in § 1 in Aussicht genommenen 
Verallgemeinerung wende, ist meine Absicht keineswegs, Beispiele von 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen bei grösserer Variablenzahl 
mitzutheilen**), oder sonst betreffs dieser Gruppen in irgend welche 
Einzelheiten einzugehen. Vielmehr soll es sich nur darum handeln, 
in allgemeinen Zagen zu schildern, wie sich einer jeden solchen Gruppe 
entsprechend Fundamentalaufgaben formuliren lassen. 

Sei unsere Gruppe zunächst in homogener Form geschrieben. Dann 
wird es gewisse ganze Functionen der Variabelen Zq, z^, . . . ^n — i 
(Formen) geben, welche bei den Substitutionen der Gruppe sich nicht 
ändern. Wir werden suchen, das volle System dieser Formen aufzu- 
stellen, d. h. diejenigen Formen: 

durch welche sich alle anderen durchaus invarianten Formen als ganze 
Functionen ausdrücken lassen. Zwischen denselben werden gewisse Identi- 
täten bestehen müssen, die wir sämmtlich berechnen. Wir denken uns jetzt 



*) Nachdem Hr. Schwarz in der wiederholt genannten Abhandlung im 75. Bande 
von Borchardt's Journal (1872) für die Differentialgleichnng der hjpergeometrischen 
Reihe alle Fälle anfgesucht hatte, welche algebraisch integrirbar sind, wurde die 
Frage nach den allgemeinsten algebraisch integrirbaren linearen Differential- 
gleichnngen zweiter Ordnung init rationalen Coefficienten in den soeben genannten 
Anfsätzen zuerst von Hrn. Fuchs in Angriff genommen (1875 — 78). Anknüpfend 
an die erste seiner Mittheilungen gab ich in den Sitzungsberichten der Erlanger 
Societät vom Juni 1876 (siehe auch Math. Ann. Bd. 11) das nun im Texte abge- 
leitete einfache Resultat. Man vergleiche hierzu noch Brioschi: La theorie des 
formes dans Vintegration des equations differentielles Uneaires du second ordre ^ im 
11. Bande der Math. Ann. (1876), sowie meinen zweiten Aufsatz: Ueher lineare 
Differentialgleichungen, im 12. Bande daselbst (1877). Weitergehende Fragen, die 
sich ebenfalls auf lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung beziehen, be- 
handelt mit derselben Methode Hr. Picard (Sur certaines equations differentielles 
linSaireSj Comptes Rendus de TAcadämie des Sciences, t. 90 (1880)). Halphen's 
Untersuchungen über Differentialgleichungen höherer Ordnung wurden bereits 
soeben genannt. 

**) Wegen solcher Beispiele siehe die bereits genannten Arbeiten von C, Jordan, 
sowie meine Aufsätze in den Mathem. Annalen Bd. 4, pag. 346 ff., Bd. 15, pag. 251 ff. 
Ein besonderer Fall wird im dritten Kapitel des folgenden Abschnitts zu behandeln sein. 
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die Zablenwerthe der Fy in Uebereinstimmung mit diesen Identitäten^ 
aber sonst irgendwie gegeben. Dann haben wir das Formenproblem, welches 
unserer Gruppe entspricht, indem wir verlangen, aus diesen Zahlen- 
werthen die zugehörigen ^q, js^ . , . 0n — i ^^ berechnen. Das Pormen- 
problem hat so viele Lösungssysteme, als die vorgegebene Gruppe 
Operationen umfasst, und gehen alle diese Lösungssysteme aus einem 
beliebigen derselben durch die Operationen der Gruppe hervor. 

Neben diese formentheoretische Auffassung stellt sich die andere, 
welche nur die Verhältnisse der ^^^ ^^^ , . . ^„ — i in Betracht zieht, 
also mit (n — 1) absoluten Variablen und gebrochenen linearen Substi- 
tutionen arbeitet. Statt der Formen F^ F2, * » - werden wir jetzt 
gewisse rationale Functionen Z^, Zg, . . . in Betracht zu ziehen haben, 
die sich aus den F — oder auch aus solchen Formen, welche sich bei 
den homogenen Substitutionen um einen Factor ändern — als Quo- 
tienten nuUter Dimension zusammensetzen, und die so ausgewählt 
werden müssen, dass alle anderen ungeändert bleibenden rationalen 
Functionen sich aus ihnen rational zusammensetzen. Lidem wir so- 
dann noch alle zwischen diesen Z bestehenden Identitäten aufsuchen, 
denken wir uns die Zablenwerthe der Z in Uebereinstimmung mit 
dieaen Identitäten, oder sonst irgendwie gegeben. Wir verlangen, aus 
ihnen die Verhältnisse der z zu berechnen. So haben wir, was ich 
allgemein als das zu der Gruppe gehörige Gleichungssystem benennen 
will. Das Gleichungssystem hat in Bezug auf die nicht homogenen 
Substitutionen der Gruppe ganz ähnliche Eigenschaften, wie das For- 
menproblem in Bezug auf die homogenen. 

Beiderlei Aufgaben: das Formenproblem und das Gleichungs- 
system können wir dann in den Schematismus der GaZois'schen Theorie 
einordnen. Offenbar dürfen wir sagen, indem wir uns der allgemeinen 
in § 6 des vorigen Kapitels eingeführten Redeweise bedienen, dass 
beide ihre eigenen Galois'schen Resolventen sind. Ausserdem liegt 
auf der Hand, dass die Auflösung des Formenproblems diejenige des 
Gleichungssystems nach sich zieht, während das Umgekehrte nicht ohne 
weiteres der Fall zu sein braucht. 

Wir wollen bei solchen Allgemeinheiten nicht zu lange verweilen. 
Dagegen mögen wir uns noch überzeugen, dass in einem gewissen 
Sinne mit diesen Formulirungen die gesammte gewöhnlich sogenannte 
Gleichungstheorie umspannt wird. Handelt es sich darum, eine Glei- 
chung n*®° Grades f{x) = zu lösen, so können wir die Sache so 
fassen, als sei uns für die n Variabelen x^^, x^, , . , Xn—i (d. h. die 
Wurzeln der Gleichung) ein Formenproblem vorgelegt. Die Gruppe 
der zugehörigen linearen Substitutionen wird einfach von denjenigen 
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Vertauschungen der x gebildet, welche die „Galois'sche Gruppe" der 
Gleichung ausmachen, die Formen F coincidiren mit dem vollen Sy- 
steme denjenigen ganzen Functionen der x, welche im Sinne der Ga- 
lois'schen Theorie als „rational bekannt" gelten. Mit diesen Bemer- 
kungen wird natürlich an dem Inhalte der Gleichungstheorie zuvör- 
derst nichts geändert. Aber die in ihr zu entwickelnden Sätze erhal- 
ten eine neue Anordnung. Als einfachste Probleme erscheinen jetzt 
diejenigen, die sich auf Gruppen binärer Substitutionen beziehen, d. h. 
eben dieselben Probleme, mit denen wir uns in den vergangenen Ka- 
piteln beschäftigten. Es folgen ferner die ternären Probleme etc. etc.*) 

§ 5. Vorausblick auf die Theorie der Gleichungen fünften Grades 
und FormtOirung eines allgemeinen algebraischen Problems. 

Die kurzen Bemerkungen des vorigen Paragraphen genügen, um 
die Entwickelungen des zweiten hier folgenden Abschnitts unter dem- 
jenigen Gesichtspunkte erscheinen zu lassen, den ich in § 1 des gegen- 
wärtigen Kapitels andeutete. Es soll sich in unserm zweiten Ab- 
schnitte darum handeln, die Auflösung der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discrimi- 
nante auf die Auflösung der Ikosaedergleichung zurückzuführen. Hier 
haben wir in der Gleichung fünften Grades zufolge der gerade dar- 
gelegten Auffassung ein Formenproblem mit 5 Variabelen und einer 
Gruppe von 60 linearen Substitutionen vor uns. Andererseits haben 
wir in der Ikosaedergleichung ein Gleichungssystem (wenn dieser Aus- 
druck bei nur einer Variabelen gestattet ist) ebenfalls mit einer Gruppe 
von 60 Substitutionen, und zwar einer Gruppe, die, wie wir wissen, 
mit der Gruppe der vorgelegten Gleichung fünften Grades holoedrisch 
isomorph ist. Indem wir unsere specielle Frage — und zwar mit 
geometrischen Ueberlegungen, die, in dieser Form, nur bei ihr Platz 
greifen — behandeln, gewinnen wir also einen Beitrag zu der allge- 
meinen Aufgabe, überhaupt zu untersuchen, immeweit es gelingt Formten- 
Probleme oder Gleichungssysteme mit resp, isomorphen Gruppen auf ein- 
a/nder m reduciren. Unter Isomorphismus brauchen wir dabei natür- 
lich nicht nothwendig holoedrischen Isomorphismus zu verstehen. 

Die Formulirung dieser Aufgabe hat eine gewisse Tragweite, 
denn wir erhalten damit zugleich ein allgemeines Programm für 
die Weiterentwickelung der Gleichungstheorie. Unter den Formen- 



*) Die hiermit formulirte Anffassung liegt im Wesentlichen bereits meinem 
Aufsatze in Bd. 4 der mathematischen Annalen (1871) zu Grunde: Ueber eine geo- 
metrische Bepräsentation der Besolventen dlgebraisdier Gleichungen; man sehe ferner 
die sogleich zu nennende Abhandlung in Bd. 15 daselbst. 
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Problemen oder Gleichungssysteraen mit isomorpher Gruppe bezeich- 
neten wir schon oben dasjenige als das einfachste, welches die ge- 
ringste Zahl von Variabelen besitzt. Ist also irgend eine Gleichung 
f{x) = gegeben, so werden wir zunächst untersuchen, mit welcher 
kleinsten Zahl von Variabelen man eine Gruppe linearer Substitutionen 
construiren kann, die mit der Galois'schen Gruppe von f(ai) = iso- 
morph ist. Dann werden wir das Formenproblem, oder das Gleichungs- 
system, aufstellen, welches zu dieser Gruppe gehört, und nun ver- 
suchen, die •Auflösung von f{x) = auf dieses Formenproblem bez. 
Gleichungssystem zurückzuführen. — 

Die Umgrenzung des StoflFes, welche ich bei der gegenwärtigen 
Darstellung festhalten möchte, macht es mir unmöglich, auf den hier- 
mit bezeichneten Gesichtspunkt genauer einzugehen. Ich werde nur, 
bei der Betrachtung der Gleichungen fünften Grades, zwischendurch 
immer darauf verweisen, wie man die Gleichungen dritten und vierten 
Grades in analogem Sinne behandeln kann, indem man erstere mit 
der Diedergleichung vom Grade 6 und die letztere mit der Oktaeder- 
gleichung (bez., wenn die Quadratwurzel aus der Discriminante adjun- 
girt ist, mit der Tetraedergleichung) in Verbindung setzt Um so mehr 
sei hier eines Aufsatzes im 15. Bande der Mathemathischen Annalen*) 
und der anschliessenden Untersuchungen von Gordan**) gedacht. Es 
sind dort die hier in Betracht kommenden Principien so weit ent- 
wickelt, dass eine befriedigende Theorie der Gleichungen siebenten 
und achten Grades mit einer Galois'schen Gruppe von 168 Vertau- 
schungen aufgestellt werden konnte, eine Theorie, welche als natur- 
gemässe Weiterbildung der im Folgenden gegebenen Theorie der Glei- 
chungen fünften Grades erscheint ***). 

§ 6. Unendliche Gruppen linearer Substitutionen einer 

Veränderlichen. 

Wir schreiten jetzt zur zweiten Verallgemeinerung der früheren Frage- 
stellung. Nicht die Zahl der Variabelen werden wir vermehren, aber 

*) Ueher die Auflösung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grctde 
(1879). 

**) Siehe insbesondere: Ueber Gleichungen siebenten Grades mit einer Crruppe 
von 168 Substitutionen im 20. Bande der Mathem. Annalen (1882). 

***) Wollte man die Gleichungen 6. Grades in analogem Sinne behandeln, so 
müsste man nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante diejenige 
Gruppe von 360 linearen Raumtransformationen zu Grunde legen, welche ich in 
Bd. IV der Mathem. Annalen 1. c. aufgestellt habe und auf welche neuerdings 
Hr. Veronese von geometrischer Seite zurückgekommen ist (ßui gruppi P^qq, II^q^ della 
figura di sei complessi lineari di rette etc., Annali di Matematica, ser. 2, t. XI, 18^). 
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die Zahl der Substitutionen, indem wir statt endlicher Gruppen unend- 
liche Gruppen zu Grunde legen. Unter Beiseitelassung des formen- 
theoretischen Standpunktes will ich hier in functionentheoretischer 
Form nur die allereinfachsten Beispiele zur Sprache bringen*). An 
Stelle der rationalen Functionen von z (die bei den Gruppen endlich- 
vieler Substitutionen ungeändert blieben) haben wir dann transcen- 
dente, aber eindeutige Functionen. 

Gedenken wir in diesem Sinne zunächst der einfach -periodischen 
und der trigonometrischen Functionen. 

Eine periodische Function von is genügt der Functionalgleichung: 

(12) f{z + ma) == f(0), 

WO m jede beliebige, positive oder negative, ganze Zahl bedeuten darf. 
Hier haben wir also die Substitutionsgruppe: 

(13) 0' = ^ ma, 

mit Bezug auf welche sich die ;2^- Ebene in wohlbekannter Weise in 
unendlich viele „äquivalente" Parallelstreifen zerlegt, die für die 
Gruppe in dem früher geschilderten Sinne „Fundamentalbereiche" sind. 
Die einfachste periodische Function: 

2irtz 



(14) • e « = Z 

nimmt innerhalb eines jeden solchen Streifens jeden Werth einmal an; 
in Folge dessen drücken sich alle anderen periodischen Functionen, 
welche eine endliche Anzahl von Malen im einzelnen Parallelstreifen 
jeden Werth erreichen, rational durch Z aus. Man sieht: dieses Z 
spielt gegenüber der Gruppe (13) dieselbe Rolle, wie früher, bei den 
endlichen Gruppen, die mit demselben Buchstaben bezeichnete ratio- 
nale Fundamentalfunction. Wir können auch, wie bei den endlichen 
Gruppen, von einer „Gleichung" sprechen, die zu unserer Gruppe ge- 
hört. Es ist dies einfach Formel (14), in dem Sinne aufgefasst, dass 
wir verlangen, aus gegebenem Z das zu berechnen. Beachten wir 



2 inz 



dabei, dass wir e * als Grenzfall einer Potenz von wachsendem Ex- 
ponenten und dementsprechend (14) als Grenzfall einer binomischen 
Gleichung betrachten können. Es genügt zu dem Zwecke, sich der 
wohlbekannten Definition zu erinnern: 



*) Es liegt nahe, im Texte namentlich auch die doppeltperiodischen Func- 
tionen heranzuziehen. Aber diese haben einen etwas complicirteren Charakter als 
die anderen Beispiele. Denn es gibt bei ihnen keine einzelne Fundamentalfunc- 
tion Z, durch welche sich alle anderen Functionen rational ausdrücken, vielmehr 
mu88 man durchaus zwei Functionen Z^ , Z^ (zwischen denen dann eine alge- 
braische Relation vom Geschlechte p =» 1 besteht) zu Grunde legen. 
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(15) e- = (i+^)" 

Wir finden den Uebergang zu den trigonometrischen Functionen, 
indem wir mit (13) die neue Substitution verbinden: 

(16) 'z' = - ^; 

und dadurch die Zahl der in Betracht zu ziehenden Substitutionen 
verdoppeln. Um geeignete, zur neuen Gruppe gehörige Fundamental- 
bereiche zu erhalten, ziehen wir die gerade Linie, welche die Punkte 
^= ma enthält, und zerlegen dadurch jeden der bislang betrachteten 
Parallelstreifen in zwei Theile. An Stelle der Exponentialfunction (14) 
tritt jetzt die folgende: 

2iHz — 2iAz 

(17) e +e = 2cos — ; 

unsere „Gleichung" verlangt also, aus dem Werthe des Cosinus den Werth 
des Argumentes zu berechnen. Auch diese Gleichung ist ein Grenzfall 
der früheren. Schreiben wir nämlich die Diedergleichung: 



zuvörderst folgendermassen : 



— Z 



i ZH • ? 

substituiren alsdann 1-1 iiir und lassen n über alle Maassen 

' n 

wachsen, so verwandelt sich die linke Seite: 

(• + -:)■ + (1 + r ■ 

in 2 cos ix, — 

Ueber diese nächstliegenden Beispiele hinaus betrachten wir jetzt 
noch die elliptischen Modulfunctionen und gewisse andere mit ihnen ver- 
wandte Functionen, welche zuerst Hr. Schwarz in seiner wiederholt 
genannten Abhandlung über die hypergeometrische Reihe (in Bor- 
chardt^s Journal Bd. 75, 1872) in Betracht gezogen hat. In § 8 unseres 
dritten Kapitels haben wir, wie wir noch eben erwähnten, für die 
Wurzel z der Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergleichung 
gemeinsam die Differentialgleichung dritter Ordnung aufgestellt: 

J_ + J__J__1 

\^o) L-^jz 2vy^{Z—lf'^2v^KZ^'^ 2{Z—1)Z ' 

WO für i/j, 1/3; ^3 resp. die Zahlenwerthe der folgenden, wiederholt 
benutzten Tabelle einzutragen waren: 
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»1 


*» 


"s 


Dieder 


2 


2 


n 


Tetraeder 


2 


3 


3 


Oktaeder 


2 . 


3 


4 


Ikosaeder 


2 


3 


5 



und zwar sind dies, wie wir soeben (in § 2) zeigten, die einzigen Zahl- 
werthe, für welche 1 1 > 1 ist. Die Functionen des Hrn. 

''l «'2 «'s 

Schwarz erwachsen, indem wir in (18) für v^, Vg; ^s i'^g^^ drei andere 
ganze Zahlen einsetzen (wobei dann 1 1 < 1 sein wird). 

18 8 

Um von dem Verlaufe dieser Functionen eine Vorstellung zu 
geben, sei Folgendes bemerkt. Im dritten Kapitel haben wir gesehen, 
dass vermöge imserer Fundamentalgleichungen die Halbebene Z auf 
Ereisbogendreiecke der jsr- Kugel abgebildet wird, deren Winkel bez. 

— , — , — betragen. Genau dasselbe findet bei den jetzt in Rede 

12 8 

stehenden Functionen statt, sobald wir die Particularlösung von (18) 
fixirt haben, die wir in Betracht ziehen wollen, und diese nun analy- 
tisch fortsetzen. Während aber damals, dem algebraischen Charakter 
der Fundamentalgleichungen entsprechend, eine endliche Zahl von Kreis- 
bogendreiecken genügte, um die z - Kugel zu überdecken, so lagert sich 
jetzt eine unendliche Zahl solcher Dreiecke (von denen keines mit dem 
andern collidirt) neben einander. Man muss dabei unterscheiden, ob 

1 1 = 1 oder < 1 ist. Im ersteren Falle laufen die Kreis- 
el ''2 •'8 

bogen, welche die Dreiecke begrenzen, verlängert gedacht, sämmtlich 
durch einen festen Punkt der ;8f- Kugel, und diesem festen Punkte 
strebt man immer mehr zu, je mehr man die aufeinander folgenden 
Dreiecke vervielfältigt, ohne ihn doch je zu erreichen. Die Function 
Z(z) hat überall, ausser in diesem Puncte, einen bestimmten Werth. 

— Im andern Falle haben die begrenzenden Kreislinien einen gemein- 
samen Orthogonalkreis, und es bildet dieser Kreis die Grenze, der iaan 
durch Vermehrung der Kreisbogendreiecke beliebig näher kommt, 
ohne sie doch jemals zu überschreiten. Die Function Z(z) existirt 
daher nur auf der einen Seite des Orthogonalkreises, der Orthogonal- 
kreis ist für sie dasjenige, was man als natürliche Grenze bezeichnet*). 

— Was die zugehörige Gruppe linearer Substitutionen angeht, so 
denke man sich die besprochenen Kreisbogendreiecke abwechselnd 



*) Vergl. durchweg die citirte Abhandlung von Schwarz, in der auch bezög- 
liebe Figuren gegeben sind. 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 9 
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schraffirt und nicht schraffirt. Die Gruppe besteht alsdann aus allen 
linearen Substitutionen von z^ welche ein schraffirtes Dreieck in ein 
anderes schraffirtes Dreieck (oder ein nicht schraffirtes in ein nicht 
schraffirtes) verwandeln. 

Unter den hiermit eingeführten Functionen bilden nun die ellip- 
tischen Modulfi(nctionen (sofern wir uns auf deren einfachste Art be- 
schränken wollen) einen besonderen Fall: den Fall v^ = 2, V2 = 3, 
v^ = 00. Das Kreisbogendreieck der ^- Kugel hat dann, dem Werthe 
von V3 entsprechend, einen Winkel gleich Null. Indem wir den Grenz- 
kreis, den Z(js) auf der ;sf-Kugel besitzt, mit dem Meridiane der reellen 
Zahlen zusammenfallen lassen, vermögen wir zu erreichen, dass die 
Gesammtheit der zugehörigen linearen Substitutionen durch diejenijgen 
ganzzahligen, reellen Substitutionen 

gegeben ist, deren Determinante {ad — ßy) = \ ist Es seien g^, g^ 
die Invarianten einer binären biquadratischen Form F{x^, x^) (s. § 11 
^es zweiten Kapitels), so ist bekanntlich ^ = g^ — 27 5^3^ die zuge- 
hörige Discriminante. Man setze jetzt das in Rede stehende Z gleich 

q ^ 
der absoluten Invariante ^ • So ist das z (Z) nichts Anderes, als das 

Vm'hältniss zweier primitiver Perioden des elliptischen Integrals: 



/Xnfl/OCt ~~~ Oü* dl Xa 



also das -j^ der JacoM sehen Bezeichnung *). 

Es ist an dieser Stelle unmöglich, auf die verschiedenen hiermit 
berührten Beziehungen genauer einzugehen. Nur dieses wollen wir 
noch hervorheben, dass vermöge der entwickelten Auffassung die el- 
liptischen Modulfunctionen genau so, wie eben die Exponentialfunction 
und der Cosinus, als letztes Glied einer Reihe von unendlich vielen, 
analog gebildeten Functionen erscheinen. Man setze in Formel (18) 
Vi durchweg gleich 2, Vg gleich 3 und lasse nun 1/3 von 2 beginnend 
alle ganzzahligen positiven Werthe durchlaufen. Dann hat man für 
1/3 = 2 einen Fall des Dieders **) (nur dass v^ > v^ genommen ist, 

*) Man sehe Bedekind in Borchardt's Journal Bd. 83 (1877), sowie meinen Auf- 
satz: Ueher die Transformationen der elliptischen Functionen etc. in Bd. 14 der 
Mathem. Annalen (1878). Wer sich eingehender für diese Theorie interessirt, 
möge vor allem die Abhandlung von Hrn. Hurwitz im 18. Bande der Mathem. 
Annalen (1881) zu Rathe ziehen {Grundlagen einer independenten Theorie der el- 
liptischen Modulfunctionen etc). 

**) Es ist derselbe Fall, auf welchen, wie in § 7 des zweiten Kapitels er- 
wähnt, die Berechnung des Doppelverhältnisses von 4 Punkten oder auch des Mo- 
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•während wir sonst gewöhnlich die v nach ihrer Grösse anordneten), 
für V3 = 3, 4, 5 der Reihe nach Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder, so- 
dann für grössere Werthe von 1/3 eine unendliche Reihe transcendenter 
Functionen, deren Abschluss för 1/3 = cx> die elliptischen Modulfunc- 
tionen sind. 

§ 7. Auflösung der Tetraedei-, Oktaeder- und Ikosaeder-Gleichung 

durch elliptische Modulfunotionen. 

So kurz die vorstehenden Andeutungen sind, so genügen sie doch, 
um verständlich zu machen, warum man die Gleichungen des Tetra- 
eders, Oktaeders, Ikosaeders (oder auch den speciellen, gerade genannten 
Fall der Diedergleichung) durch elliptische Modulfunctionen lösen kann. 
Gedenken wir zunächst der logarithtnischen Auflösung der binomischen 
Gleichung: 

oder auch, was ganz analog ist, der trigonometrischen Auflösung der 

Diedergleichung : 

^ -l- 0-^ = —4cZ+2. 

Beide Lösungen lassen sich als Grenzfall einer trivialen, algebraischen 
Lösung ansehen, die darin besteht, dass man, unter m eine beliebige 
positive ganze Zahl verstanden, zuvörderst ^ aus der Gleichung 

g"»»==Z, oder g"»»» + g-»«» =— 4Z+ 2 

berechnet und dann einer rationalen Function von g gleich findet: 

Die transcendenten Lösungen erwachsen hieraus, indem wir m = 00 
nehmen, worauf g"*" in der eben geschilderten Weise in e^, g»wn_[_g— m« 

in 2 cos ig übergeht, und = e^ wird. 

Gena/u dieselbe Bewandtniss hat es nun mit der Darstellung unserer 
Fundamental ' Irrationalitäten durch elliptische Modulfunctionen, Man 
überzeugt sich zunächst, dass eine jede der Schwarz' sehen Functionen 
Viy v^j 1/3 sich durch jede andere v/, v^^v^ eindeutig darstellen lässt, 
deren Exponefiten ganzzahlige Multipla der ursprünglichen v^^v^yV^ sind. 
Lisbesondere also, wenn wir uns auf jene Serie von Functionen be- 
schränken, bei denen v^ = 2, V2 = S sind, so wird zur eindeutigen 
Darstellung nur die Bedingung erforderlich sein, dass 1/3' durch 1/3 
theilbar ist. Dies aber ist jedenfalls der Fall, wenn 1/3' = 00 ist. 
Alle Functionen unserer Serie lassen sieh also durch die elliptische Mo- 



duls der elliptischen Functionen führt, und der andererseits in der Folge bei der 
Auflösung der Gleichungen dritten Grades zu Grunde gelegt werden wird. 

9* 
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dulfnndion eindeutig darstellen, und d>en dieses ist, was man als Lösung 
der betreffenden Gleichungen mit Hülfe der elliptischen Modulfunction be- 
zeichnet. 

Ich theile hier ohne Beweis die eiofachsten Formeln mit, welche 
sieh in dieser Richtung für Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder ergeben*). 
Wir schreiben die dreierlei Fundamentalgleichungen, wie immer, in 
folgender Weise: 

^' — 7 JKL — 7 ^' — 7 

jjfs — ^, 108^4 — ^; 1728 /-ß ^' 

Sodann sei Z^ wie eben, die absolute Invariante ^ eines elliptischen In- 

K' 
iX' . ——'71 

tegrals erster Gattung, -^ dessen Periodenverhältniss, g = e ^ 

Dann haben wir zunächst für die Wurzel der Oktaedergleichung die 
einfache Formel: 

-|-Q0 

(19) ^^^q^-^^ ; 

Sä''' 

dieselbe entsteht aus der bekannten Gleichung: 

indem wir statt q rechter Hand q^ eintragen**). 

Wir finden ferner für die Ikosaeder -Irrationalität: 

(20) .= 3*--^^ ,i- ;.#„ ^ 



00 



*) Vergl. Bd. 14 der Mathem. Annalen S. 167. 158, sowie den Aufsatz von 
Hrn. Bianchi: lieber die Normalformen dritter tmd fünfter Stufe des elliptischen 
Integrals erster Gattung und meine eigene Note: Ueber gewisse Theilwerthe der 
0- Functionen im 17. Bande ebenda (1880—81). 

**) Es entspricht dies der Bemerkung, die wir oben (S. 44 des Textes) über 
gewisse Untersuchungen yon Abel machten. Um den in dieser Richtung vorlie- 
genden Zusammenhang völlig zu verstehen, berechne man für die biquadratische 

q 3 
Form (1 — a;*) (1 — h^x^) die absolute Invariante —-' Man erhält dann: 

(1 + 14Ä;' + ^')^ 
108^2(1— Ä;^)* ' 

und trägt man hier für '^k den Buchstaben z ein, so hat man genau die linke 
Seite der Oktaedergleichung. — Die Bezeichnungen -O-g, 9^^ sowie fernerhin -ö-j, 
die ich im Texte verwende, sind die bekannten e^acofti'schen. 



I, 5. Allgemeine Theoreme mid Gesichtspnnkte. 133 

also einen Ausdruck, der mit 



übereinstimmt; sobald wir Terme mit q^^ vernachlässigen dürfen. 

Die Auflosung der Tetraedergleichung gestaltet sich ein wenig com- 
plicirter. Wir werden bei ihr das bisher gebrauchte z zuvörderst durch 
eine lineare Function von ersetzen^ welche in einer Ecke von W=0 
verschwindet, in der gegenüberliegenden Ecke von (P = unendlich 
wird. In diesem Sinne schreiben wir: 

Für das so definirte | haben wir dann zunächst die Gleichung: 
(21a) ^ = ^ = 64^^|=j^ 

und des Femeren die transcendente Lösung: 

(21 b) I = - 6 3* • ^ 

00 

Wir haben hiermit für unsere dreierlei Gleichungen je eine Wurzel 
bestimmt; wir erhalten die übrigen zugehörigen Wurzeln, wenn wir 

K' 

in q = e für -^r- die unendlich vielen Werthe substituiren: 



K 

Y'-^ + S 

WO a, ßy y, d reelle ganze Zahlen von der Determinante Eins sind. 
Dabei liefern alle solche Werthsysteme' a, /3, y, d, welche modulo v^ über- 
einstimmen, oder durch einen gleichförmigen Vorzeichenwechsel zur Ueber- 
einstimmung gebracht werden können y immer dieselbe Wurzel *). 

§ 8. Formel zur direoten Lösung der einfachsten Besolvente 
sechsten Grades der Ikosaedergleichung. 

Bei der principiellen Bedeutung, die wir der Ikosaedergleichung 
beilegen, interessirt uns unter den Formeln (19) — (21) natürlich am 
meisten die zweite. Wir erwähnten bereits, dass die einfachste Resol- 



*) Vg ist beim Tetraeder =» 3, beim Oktaeder = 4, beim Ikosaeder =5. — 
Bei der besonderen hierhergehörigen Diedergleichimg würde derselbe Satz für Vg 
=» 2 gelten. Man vcrgl. wegen derselben Math. Annalen XIV, p. 153. 156. 
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vente^ sechsten Grades, welche die Ikosaedergleichung besitzt, durch 
Hrn. Kronecker in directe Beziehung zur Modulargleichung sechster 
Ordnung für Transformation fünfter Ordnung der elliptischen Func- 
tionen gesetzt worden ist (siehe § 15 des vorigen Kapitels). Die be- 
treffende Formel ist später von Hrn. Kiepert und mir durch Einfüh- 
rung der rationalen Invarianten wesentlich vereinfacht worden*). Da 
bei den Untersuchungen über Gleichungen fünften Grades gerade auf 
diese Formel vielfach Bezug genommen wird, so mag sie hier unter 
Beiseitelassung des Beweises und mit Anpassung an die übrigens ge- 
brauchten Bezeichnungen ebenfalls mitgetheilt werden. 

Wir haben in § 15 des vorigen Kapitels (Formel (46) daselbst) 
der erwähnten Resolvente die folgende Form ertheilt: 

Es seien nun g^, ^ die vorhin schon so bezeichneten Invarianten eines 
elliptischen Integrals und Z=^- genommen. Es sei ferner ^' der- 
jenige Werth, der aus ^ durch irgend eine Transformation fünfter 
Ordnung hervorgeht. Bann ist die Wurzel unserer Resolvente einfach: 

(22) g = _^^|^. 

Wollen wir hier Alles durch K, iK\ bez. durch q ausdrücken und 
hierdurch zugleich die sechs verschiedenen Wurzeln (22) auseinander- 

halten, so haben wir zunächst für g^ und y^J die Werthe einzu- 
tragen: 

.. = &)*• I ,v + 20 (i4V. + ^'f + 4"^.+ ■■■)]. 



(23) 



X = l 

12 



und dann für ]/^' resp. folgende sechs Werthe zu setzen: 



(24) 



OO 2x 



1 •|/^ = {f).a-gA.JJ(i_,4xv.^-5y^ 



x = l 



*> 



Vergl. Bd. XIV der Mathem. Annalen S. 147, sowie Bd. XV S. 86 (1878), 
des Femeren Kiepert: Äuflöstmg der Gleichungen 5. Grades und: Zur Trans for- 
mationstheorie der elliptischen Functionen (Borchardt's Journal Bd. 87, 1878 — 79), 
endlich die soeben genannte Abhandlung von Hurwitz. 
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2i7t 

wo V = Oy Ij 2, 3, 4 und € = e ^ zu nehmen ist. Die Indices oo, v 
sind hier genau so gewählt, wie in § 15 des vorigen Kapitels. Die 
Formel (23) können wir zugleich benutzen, um die Angaben des vo- 
rigen Paragraphen zu vervollständigen; aus ihnen ergibt sich nämlich 
die absolute Invariante des elliptischen Integrals in der Form: 

(00 2x .3 

1 1 — q / 



(25) 



J 1728 a« 



Ud-q^'y* 



§ 9. Bedeutung der transcendenten Lösungen. 

Die Bedeutung der transcendenten Lösungen, welche wir nun 
haben kennen lernen, ist zuvörderst eine rein praktische. Logarithmen, 
trigonometrische Functionen und elliptische Modulfunctionen sind bei 
der Wichtigkeit, welche sie auch anderweitig in der Analysis besitzen, 
längst tabellirt. Indem wir die Auflösung unserer Gleichungen auf 
die genannten transcendenten Functionen zurückführen, machen wir 
uns diese Tabellen dienstbar und sparen die langwierige Rechnimg, 
welche bei Durchführung der in Kap. III gegebenen Methode der Lö- 
sung durch hypergeometrische Reihen erforderlich sein würde*). 

Aber es gibt eine tiefere Auffassung der transcendenten Lösungen, 
durch welche die letzteren den Charakter der Fremdartigkeit, den sie 
inmitten unserer sonstigen Untersuchungen zu besitzen scheinen, ver- 
lieren, vielmehr mit denselben auf das Engste verbunden werden. 

Betrachten wir etwa, um die Ideen zu fixiren, die Auflösung der 

Ikosaedergleichung, wie sie durch (20) geliefert wird. So oft wir ^ 

einer der unendlich vielen zugehörigen linearen ganzzahligen Substi- 
tutionen unterwerfen, erfährt vermöge dieser Formel das is eine der 
60 linearen Ikosaedersubstitutionen. Es erscheint also die Gruppe der 

Substitutionen v(yn -gr- isomorph auf die Gruppe der 60 Ikosaedersubstitu- 
tionen bezogen. Der Isomorphismus ist nur, wenn wir uns so aus" 
drücken, von „unendlich hoher" Meriedrie: der einzelnen Substitution von 

-j^ entspricht immer eine und nur eine Substitution von z, jeder Sub- 



*) Hier macht sich, was elliptische Modulfunctionen angeht, der Umstand 
störend geltend, dass Legendre^B Tabellen zur Berechnung der elliptischen Inte- 
grale immer noch . nicht in einer Weise umgesetzt worden sind , die der 
Weierstrass^Bchen Theorie der elliptischen Functionen entsprechen würde. 
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stitution von z aber entsprechen unendlich viele Subsitutionen von 

-j^' Man erinnere sich nun der Betrachtungen des § 5. Indem wir 

uns damals auf endliche Gruppen linearer Substitutionen beschränkten^ 
verlangten wir, überhaupt solche Gleichungssysteme (oder Pormenpro- 
bleme), die sich auf isomorphe Gruppen beziehen, mit einander in Ver- 
bindung zu bringen. Wir dehnen dieses Problem jetzt auf unendliche 
Gruppen linearer Substitutionen aus, und erkennen, dcLSS unsere trans- 
cendenten Lösungen speeielle Fälle des so verallgemeinerten Problemes rea- 
lisiren. Man hat diese Lösungen gewonnen, indem man die von anderer 
Seite entwickelten Theorien gewisser transcendenter Functionen be- 
nutzte. Offenbar ist dies ein Verfahren, welches im Zusammenhange 
mit unseren jetzigen Betrachtungen theoretisch nicht befriedigen kann. 
Wir verlangen vielmehr einen allgemeinen Ansatz, vermöge dessen eben- 
sowohl die in § 5 geforderten Entwichelungen als nun unsere transcen- 
denten Lösungen geliefert werden. Es führen so unsere Ueberlegungen 
zu einem umfassenden Probleme, welches ebensowohl die Theorie der 
Gleichungen höheren Grades als das Bildungsgesetz der -ö*- Function in 
sich begreifen wird. Indem wir dieses Problem in Aussicht nehmen, 
haben wir abermals, wie in § 5, die Grenze erreicht, die uns bei unserer 
jetzigen Darstellung gezogen ist und die wir nicht überschreiten dürfen*). 

*) Dabei will ich indess nicht unterlassen, auf gewisse Entwickelungen von 
Hrn. Poincare (über die allgemeinen, vom ihm mit Z bezeichneten Functionen) 
aufmerksam zu machen, welche sich genau in dem hiermit gemeinten Sinne be- 
wegen; siehe Mathem. Annalen Bd. 19, S. 562, 563 (1881). 

Ich habe ferner hier noch folgende Citate nachzutragen, die sich überein- 
stimmend auf Arbeiten beziehen, in denen, mit grösser oder geringerer Vollstän- 
digkeit, die in unserm I. Abschnitte dargestellten Theorien ebenfalls im Zusam- 
menhange behandelt worden sind: 1) Puchta, das Oktaeder und die Gleichung 
vierten Grades, Denkschriften der Wiener Akademie, math.-phys. Kl., Bd. 91 (1879). 
Man wolle diese Arbeit auch im folgenden Abschnitte überall da vergleichen, wo 
von der Auflösung der Gleichungen vierten Grades (vermittelst der Oktaederglei- 
chung) die Rede ist. — 2) Cayley, on the Schwarzian derivative and the polyhedral 
functions, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, Bd. 13 (1880). — 
Unter „Schwarzian derivative" ist dabei der Differentialausdruck 3. Ordnung ver- 
standen, den wir in § 6 des 3. Kap. aufstellten. — 3) Wassilieff, über die ratio- 
nalen Functionen, welche den doppeltperiodischen analog sind, Kasan 1880 (russ.). 
Hr. Wassilieff macht dortselbst die interessante Bemerkung, dass bereits Ha- 
milton die Grujjpe der Ikosaederdrehungen mit Bücksicht auf ihre Erzeugung aus 
2 Operationen in Betracht gezogen hat {Memorandum respecting a new System of 
non commutative roots of unity; Philosophical Magazine 1856). 



Abschnitt 11. 

Theorie der Gleichungen fünften Grades. 



Kapitel L 

Ueber die historisclie Entwickelung der Lehre von den fileicliaiigeii 

fünften Grades. 

§ 1. Umgrenzung unserer nächsten Aufgabe. 

Die Betrachtungen des vorigen Abschnitts haben uns betreflFs der 
Auflösung der Gleichungen fünften Grades ein bestimmtes Problem 
ergeben: wir wollten versuchen, diese Auflösung mit Hülfe des Iko- 
saeders zu bewerkstelligen. Nun würde es nicht schwierig sein, die 
Resultate, welche ich in dieser Hinsicht zu entwickeln habe, als solche 
an die Spitze zu stellen und in deductiver Form abzuleiten. Inzwi- 
schen ziehe ich vor, mich auch hier der inductiven Methode zu be- 
dienen und zwar in der Weise, dass ich einerseits auf die historisch 
gegebene Entwickelung der Lehre von den Gleichungen fünften Grades 
Bezug nehme, andererseits in ausgiebiger Weise von geometrischen 
Constructionen Gebrauch mache. Ich hoffe auf solche Weise dem 
Leser nicht nur die Richtigkeit bestimmter Resultate, sondern auch 
den inneren Gedankengang darzulegen, der zu ihnen geführt hat. 

Dem Gesagten zufolge muss unsere nächste Aufgabe jedenfalls 
die sein, uns über die bisherigen Arbeiten, welche die Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades betreffen, soweit diese Arbeiten im Fol- 
genden benutzt werden, Kenntniss und Uebersicht zu verschaffen. Ich 
werde dabei alle solchen Entwickelungen, auf die wir nicht unmittel- 
bar Bezug nehmen werden, der Kürze halber bei Seite lassen, mögen 
dieselben unter allgemeineren Gesichtspimkten noch so wichtig und 
wesentlich erscheinen. Es gehören dahin vor Allem die Beweise von 
Bufßni und ÄhÜ, vermöge deren dargethan wird, dass eine Lösung 
der allgemeinen Gleichungen fünften Grades durch eine endliche Zahl 
von Wurzelzeichen unmöglich ist, und die parallellaufenden, ebenfalls 
von Abel initiirten Arbeiten, in denen alle speciellen Gleichungen 
fünften Grades bestimmt werden, die in dieser Hinsicht von den, all- 
gemeinen Gleichungen abweichen. Es gehören femer dahin HermMs 
und Brioschia Bemühungen, die Invariantentheorie der binären Formen 
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fünfter Ordnung für die Auflösung der Gleichungen fünften Grades 
zu verwenden: nicht als ob in der Folge die Benutzung invarianten- 
theoretischer Processe überhaupt vermieden werden sollte, nur dass 
sich dieselben bei uns, wie schon im vorigen Abschnitte, durchweg auf 
solche Formen beziehen, die durch bestimmte lineare Substitutionen 
in sich übergehen, nicht aber auf binäre Formen der fünften Ordnung. 
Wir lassen endlich die Frage nach der Realität der Wurzeln der 
Gleichungen fünften Grades bei Seite, insbesondere also die aus- 
gedehnten Untersuchungen, vermöge deren Sylvester und Hermite die 
Realität der Wurzeln von den Invarianten der binären Form fünfter 
Ordnung abhängig gemacht haben. 

Umgrenzen wir unsere Aufgabe in der hiermit bezeichneten Weise, 
so bleiben noch zweierlei Arbeitsrichtungen, deren wir zu gedenken 
haben. Bei ihnen handelt es sich gemeinsam darum, die Wurzeln der 
allgemeinen Gleichungen fünften Grades als Functionen der Gleichungs- 
coefficienten zu studiren. Beide auch gehen darauf aus, die betreffen- 
den Functionen dadurch zu vereinfachen, dass statt der unabhängigen 
fünf Gleichungscoefficienten eine geringere Zahl independenter Grössen 
eingeführt wird. Nur die Mittel, welche zu diesem Zwecke in An- 
spruch genommen werden, sind verschieden: das eine Mal ist es die 
Transformation der Gteichungen, das andere Mal die Resolventenhildung, 

Die Methode der Transformation geht bekanntlich bis auf Tschim- 
haus zurück*). Sei 

(1) x"" + Äx""-^ + J5iZJ«-2 -j Mx + J\r= 

die vorgelegte Gleichung w*®^ Grades, so setzte Tschirnhaus: 

(2) y= a -{- ßx -\- yo? + • • • • f* • fl?**"" ^, * 

worauf er durch Elimination der iZJ zwischen (l) und (2) eine Gleichung 
für y ebenfalls vom w*®^ Grade erhielt, der er durch geeignete Annahme 
der Coefficienten a, /3; y, • • • irgend welche specielle Eigenschaften zu 
erth eilen bemüht war. Wir werden sogleich die Resultate, bezeichnen, 
welche, speciell bei den Gleichungen fünften Grades, durch diesen An- 
satz gefunden worden sind. Constatiren wir hier vorab, dass mit den 
y zusammen auch die x gefunden sind, so lange wenigstens die 
Gleichung für die «/; wie wir dies von der Gleichui^ (1) selbstver- 
ständlich voraussetzen, verschiedene Wurzeln besitzt. Denn in diesem 
Falle haben die Gleichimgen (1) und (2) [in denen wir jetzt das y als 



*) li^iyoa methodus auferendi omnes terminos intermedios ex data aequatione. 
Acta» eruditorum, t. II, p. 204 ff. (Leipzig, 1683). — Schon aus dem Titel geht her- 
vor, dass sich Tschimhaus (wie später Jerrard) über die Tragweite seiner 
Methode täuschte. 
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bekannte Grösse betrachten] nur eine Wurzel x gemein, und dieses 
X kann also nach bekannten Methoden rational berechnet werden. 

Auch die Methode der Resolventenbildung ist schon vor langer 
Zeit zur Auflösung der Gleichungen fünften Grades in Anspruch ge- 
nommen worden. Bezeichnend in dieser Hinsicht ist das Jahr 1771, 
in welchem unabhängig von einander Lagrange^ MalfaUi und Vander- 
monde ihre nahe verwandten Untersuchungen veröffentlichten*). In- 
zwischen dienten die Resultate, welche dieselben erreichten; mehr 
dazu, die bestehenden Schwierigkeiten zu bezeichnen, als sie zu besei- 
tigen. Erst Herrn Kronecker ist es 1858 gelungen, eine Resolvente 
sechsten Grades der Gleichungen fünften Grades aufzustellen, mit der 
eine wirkliche Vereinfachung gegeben war**). Wir werden uns in 
unserem weiteren Berichte, was Resolventenbildung angeht, auf die 
Darlegung der Kronecker'schen Methode und der an sie anschliessen- 
den weiteren Untersuchungen zu beschränken haben. 

Die zweierlei Arbeitsrichtungen, welche wir solchergestalt ein- 
ander gegenüberstellten, betreffen für sich genommen rein algebraische 
Probleme. Indessen hat es die Entwickelung der Analysis so mit 
sich gebracht, dass beide auf das Innigste mit der weitergehenden 
Aufgabe: die Lösung der Gleichungen mit Hülfe geeigneter transcen- 
denter Functionen zu bewerkstelligen, verbunden erscheinen. Wir 
haben im letzten Kapitel des vorigen Abschnitts gezeigt***), dass 
eine solche Benutzung transcendenter Functionen zuvörderst nur 
praktischen Werth besitzt und mit den theoretischen Untersuchungen 
der Gleichungstheorie nicht untermischt werden soll. Trotzdem wer- 
den wir in unserem folgenden Berichte nicht unterlassen dürfen, der 
verschiedenen Methoden zu gedenken, vermöge deren man die Auf- 
lösung der Gleichungen fünften Grades speciell mit der Theorie der 
elliptischen Functionen in Verbindung gesetzt hat. Denn es sind, wie 
schon angedeutet, gerade diese Methoden gewesen, vermöge deren man zur 
schärferen Erfassung auch der rein algebraischen Probleme gekommen ist. 



*) Lagrange: Eeflexions sur la resolution algebrique des equations, Memoires 
de TAcadämie de Berlin für 1770—71, oder Oeuvres, t. III; 

MalfaUi: De aeguationibus guadrato-cubids disquisitio anälytica, Atti dell* 
Accademia dei FisiocriMci di Siena, 1771 (sowie auch: Tentativo per la riso- 
luzione delle equazioni di quinto grado, ebenda, 1772); 

Vandermonde: Memoire sur la resolrdion des equations, Mdmoires de TAca- 
d^mie de Paris, 1771. 

**) Vergl. die späteren Citate. 

•**) Citate auf den vorigen Abschnitt werde ich im Folgenden so bezeichnen, 
dass ich der römischen Zahl I die Nummer des Kapitels als arabische Zahl folgen 
lasse; man vergleiche also im vorliegenden Falle I, 5, § 7, 9. 
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Uebrigens sei noch hervorgehoben, dass zwischen den zweierlei 
Arbeitsrichtungen, die wir unterschieden, kein eigentlich principieller 
Gegensatz besteht. Gelingt es, eine vorgegebene Gleichung n*®^ Grades 
durch Transformation in eine andere zu verwandeln, welche nur eine 
geringe Zahl von Parametern enthält, so können wir hinterher von 
letzterer Resolventen ableiten und diese als besonders einfache Resol- 
venten der ursprünglichen Gleichung betrachten; oder umgekehrt: 
sind wir durch irgend welche Methoden in den Besitz einer ausge- 
zeichneten Resolvente der anfänglichen Gleichung gekommen, so können 
wir von ihr durch erneute Resolventenbildung zu einer Gleichung 
n^^ Grades zurückgehen, welch' letztere dann sich auch direct durch 
Transformation aus der vorgegebenen Gleichung wird arbeiten lassen 

§ 2. Elementares über Tschirnhaus-Transformation. 

Die Briug'sche Form. 

Um die Gleichung w*®^ Grades zu berechnen, der die y der 
Formel (2) genügen, ist es am bequemsten, die Coefficienten derselben 
direct als symmetrische Functionen der y aus den symmetrischen 
Functionen der x zusammenzusetzen. Man erkennt auf solche Weise 
sofort: Der Coefficient von «/«—'* ist eine ganze ^ homogene Function x^^ 
Grades der unbestimmten Grössen «, /S, y, • • • • v. Hiemach haben wir 
eine lineare Gleichung mit n Unbekannten zu lösen, wenn wir aus der 
transformirten Gleichung den Term mit y^~^ fortschaffen wollen, es 
tritt eine quadratische Gleichung derselben Art hinzu, wenn auch noch 
der Term mit y^"^^ verschwinden soll. Wir befriedigen beide Glei- 
chungen zusammen, indem wir n — 2 der Unbekannten als Parameter 
betrachten und eine der übrigen unter Elimination der letzten Unbe- 
kannten durch eine quadratische Gleichung bestimmen. Ich werde 
eine Gleichung, in welcher die Terme mit y^^\ yn — % fehlen, weiter- 
hin als JSauptgleichung bezeichnen. Die Tschirnhaustransformation ge- 
stattet uns also, mit Hülfe einer blossen Quadratumrzel jede Gleichung 
auf eine Hauptgleichung zu redudren. — Dagegen stossen wir sofort 
auf Schwierigkeiten, wenn wir das Verschwinden noch weiterer Terme 
in der Gleichung der y verlangen. In der That kommen wir dann 
zu Eliminationsgleichungen höheren Grades, die^wir mit elementaren 
Mitteln nicht weiter zu behandeln wissen. Hier ist es nun, wo eine 
tiefer gehende Untersuchung ein wichtiges, für unsere folgende Dar- 
stellung fundamentales Ergebniss zu Tage gefördert hai Die in 
Rede stehende Eliminationsgleichung wird vom sechsten Grade, wenn 
wir das simultane Verschwinden der Terme mit 2/"""^? y"""^; y"~^ 
verlangen: es hat sich gezeigt, dass vermöge zweckmässiger Annähme der 
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Transformationscoefficienten für w > 4 besagte Gleichung sechsten Grades 
du/rch Auflosung quadratischer Gleichungen auf eine Gleichung dritten 
Grades zurückgebracht werden kann. 

Man schreibt das hiermit bezeichnete Resultat gewöhnlich dem 
englischen Mathematiker Jerrard zu, welcher dasselbe im zweiten 
Theile seiner Mathematical Besearches (Bristol und London, 1834, 
Longman) bekannt machte. Allein dasselbe ist, soweit Gleichungen 
fünften Grades in Betracht kommen, sehr viel älteren Datums. Wie 
Hül 1861 in den Verhandlungen der schwedischen Akademie bemerkte, 
ist dasselbe bereits 1786 von E. S.^ Bring in einer der Universität 
Lund unterbreiteten Promotionsschrift publicirt worden*). Ich würde 
trotzdem im Folgenden an der zur Zeit allgemein verbreiteten, auf Jerrard 
bezüglichen Bezeichnungsweise festgehalten haben, wenn nicht Jerrard 
in seinen hierher gehörigen Schriften neben einigen interessanten Re- 
sultaten eine Menge durchaus falscher Speculationen gebracht hätte: 
er hat geglaubt (genau wie dies Tschimhaus that), mit Hülfe seines 
Ansatzes nicht nur aus den Gleichungen fünften Grades, sondern aus 
Gleichungen beliebigen Grades durch elementare Processe überhaupt 
alle intermediären Terme wegschaffen zu können und hat diese An- 
sicht trotz eingehender Widerlegung von anderer Seite nicht fallen 
lassen**). Ich werde daher im Folgenden von der JBnw^'schen Glei- 
chung sprechen. Schreiben wir die Hauptgleichung fünften Grades, 
wie es fortan geschehen soll, in folgender Form: 
(3) / + 5ay' + öfty + c = 0, 

*) Der voUe Titel lautet: Meletemata quaedam mathematica drca transfor- 
mcUionem aequationum algebraicarum , quae praeside E. S. Bring .... modeste 
subjicit S. G. Sommelius. — Man könnte, diesem Titel zufolge, vielleicht veran- 
lasst sein, Sommelius fQr den Verfasser zu halten, aber ich erfahre durch Hrn. 
ßäcklund in Lund, dass dies jedenfalls unzutreffend sein würde, indem die Pro- 
motionsschrifben damals durchgängig von den Vorsitzenden des Examens verfasst 
wurden und den Examinanden nur als Substrat der Disputation dienten. — Die 
Hauptstellen der Bring'schen Schrift finden sich wieder abgedruckt in der bereits 
genannten Mittheilung von Hill an die schwedische Akademie, dann weiter im 
Quarterly Journal of Mathematics, t. VI, 1863 {Harley, a contribution to the 
history etc.), endlich in OrtmerVs Archiv t. XLI (1864), pag. 105—112 (zusammen 
mit Bemerkungen des Herausgebers). 

**) Jerrard's weitere Publicationen finden sich hauptsächlich im Philoso- 
phical Magazine: t. 7 (1836), t. 26 (1846), t. 28 (1846), ;t. 3 (neue Serie, 
1852), t. 23, 24, 26 (1862, 63) etc. und sind also der Mehrzahl nach später als 
der ebenso durchsichtige, wie massvolle Bericht, den Hamilton 1836 der British 
Association for the Advancement of Science über Jerrard^s Arbeiten erstattet hat 
(Reports of the British Association, t. 6, Bristol). Weiterhin sind Cookie und 
Cayley den Behauptungen Jerrard's wiederholt entgegengetreten (Philosophical 
Magazine, t. 17—24, 1869-1862). 
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so wird es zweckmässig sein, auch bei der Bring'schen Form an dem 
Coefficienten 5 festzuhalten. Indem wir zugleich, der Unterscheidung 
halber, z statt y substituiren, haben wir: 

(4) ^ + 56^ + c = 0. 

Die Bring'sche Gleichung enthält, wie man sieht, zunächst noch 
zwei Coefficienten. Inzwischen können wir einen derselben sofort weg- 
schaffen, indem wir z = gt setzen und nun q passend bestimmen. 
Man "härm also dwch geeignete Tschirnhaustransformation erreichen^ 
dass die fünf Wwrzeln der Gleichung fünften Grades nur noch von einer 
einzigen variäbelen Grösse abhängig erscheinen. Dies Resultat ist darum 
ausserordentlich wichtig, weil wir die Functionen eines einzelnen Argu- 
ments sehr viel vollständiger beherrschen, als diejenigen einer grösseren 
Zahl von Veränderlichen. Schreiben wir (4) z. B. folgendermassen (wie 
es Hermite in seinen sogleich zu nennenden Untersuchungen gethan hat): 

(5) ^ — ^ — ^ = 0, 

so ist es sehr leicht, einerseits die Abhängigkeit der fünf Wurzeln t 
von A durch Riemann'sche Methoden anschaulich zu machen, anderer- 
seits für beliebige Werthe von A geeignete Potenzentwickelungen auf- 
zustellen, welche die fünf Wurzeln t mit beliebiger Annäherung be- 
rechnen lassen. 

Haben wir so das Resultat von Bring kennen gelernt, so mögen 
wir ein näheres Eingehen auf dessen Begründung, sowie eine Kritik 
seiner Bedeutung, bis später verschieben, wo wir im Zusammenhange 
mit unseren eigenen Entwickelungen wiederholten Anlass dazu haben. 
Auch unterlasse ich, die zahlreichen Bearbeitungen alle aufzuzählen, 
welche die Untersuchungen von Bring, bez. Jerrard, im Laufe der 
Jahre gefunden haben. Eine der ersten Darstellungen des Verfahrens, 
welche zugleich die verbreitetste geworden ist, dürfte diejenige in 
Serret's Traite d^algebre superieure sein (1. ed. 1849). Auch Hermite 
hat sich mit der Bring'schen Transformation beschäftigt*), wobei aber, 
wie schon angedeutet, der Schwerpunkt in der Verwendung der Inva- 
rianten der binären Form fünfter Ordnung liegt; wir müssen hervorheben, 
dass Hermite die bei der Transformation nöthig werdenden Irrationalitäten 
sehr viel ausführlicher bestimmt hat, als sonst zu geschehen pflegt. 

§ 3. Angaben, elliptdsohe Ftmetionen betreffend. 

Die speciellen Fragen aus der Theorie der elliptischen Functionen, 
über die wir uns jetzt unterrichten müssen, liegen auf dem Gebiete 

'^) In der wiederholt zn nennenden zusammenfassenden Abhandlung: Smr 
TequcUion d¥ cinquihne degre, Comptes Rendos t. 61, 62 (1865, 66), vergl. insbe- 
sondere t 61 pag. 877, 965, 1073, t. 62 pag. 65. 
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der Transformationstheorie. Es sei, in gewöhnlicher Bezeichnungsweise, 
X der Modul eines elliptischen Integrals: 

^^) J vT^x'^i — "^^^ ' 

A der Modul, welcher bei Transformation w*®' Ordnung resultirt, wo 
n eine ungerade Primzahl bedeuten soll. Dann besteht nach Jacohi^), 

bez. Sohnke^^), zwischen yK = u und yX =v eine Gleichung {n + 1)*®^ 
Grades in jeder dieser Grössen, die sogenannte Modulargleichung: 

(6) /•(«,«) = 0, 
welche z. B. für w = 5 folgendermassen lautet: 

(7) M« - v« + öw^v* {u^ — v^) + 4mi; (1 - u'i^) = 0. 

Hier lässt sich u in verschiedener Weise durch q = e ^ k aus- 
drücken, z. B. folgendermassen: 

(8) « = ^2 . 3« . ^H^— ; 

wir erhalten die (n + 1) Werthe von v, welche die Modulargleichung 

befriedigen, indem wir in diese Formel statt q^ der Reihe nach 
eintragen: 

(9) 8 8n 8n n — 1 8n 

WO « = e *• . Die Modulargleichung gibt uns also das Beispiel einer 
Gleichung mit einem Farameter^ welche durch elliptische Modulfunctionen 
gelöst werden kann***). Der Parameter ist u: aus ihm finden wir 
das zugehörige q, indem wir entweder Formel (8) umkehren, oder aus 
(5) die Grössen JT, K' berechnen: 

1 1 

(10) K=jy^=======^, K' = j y===~==^, 



wo x^ = 1 — x^. Die (n + 1) Wurzeln v erhalten wir dann vermöge 
der Substitutionen (9). 

Wir fragen jetzt, ob es nicht gelingt, durch Vermittelung der 

*) Fundamenta nova theoriae functionum elUpticarum (1829). 
**) Aeqiuitiones modulares pro transformatione functionum elUpticarum (Grelle' s 
Journal t. 12, 1834). 

***) Andere Beispiele haben wir schon oben, I, 5. § 7, 8, kennen gelernt; da 
wir aber hier die historische Entwickelung der Theorie zu schildern haben, so 
bleiben dieselben bis auf Weiteres ausser Betracht. 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 10 
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Modulargleichung die Lösung auch anderer Gleichungen zu bewerk- 
stelligen. Zu dem Zwecke werden wir — den Erläuterungen zufolge, 
die wir in I, 4 gegeben haben — vor allen Dingen die Gruppe der 
Modulargleichung bestimmen müssen. Dies ist, was Gdlois selbst 
schon ausgeführt hat*). Den Substitutionen (9) entsprechend bezeich- 
net Galois die Wurzeln der Modulargleichung durch folgende Indices: 

(11) Voo, Voy Vy, Vn-1. 

Sieht man sodann von blos numerischen Irrationalitäten ab**), so 
ist die Gruppe der Modulargleichung von denjenigen Vertauschungen 
der Vy gebildet, welche in folgender Formel enthalten sind: 

(12) t;':^^"J+-5mod.(«), 

die wir in speciellen Fällen bereits früher betrachtet haben (I, 4, 
§ 15; I, 5, § 7). Die Coefficienten a, ß, y, 8 sind dabei übrigens be- 
liebige ganze Zahlen, welche der Bedingung (ad — ßy) zuz 1 (mod. n) 
genügen. 

Wir specialisiren dies Resultat für w = 5. Die Gruppe (12) wird 
dann, wie wir früher sahen, mit der Gruppe der GO Ikosaederdrehungen, 
d. h., abstracter ausgedrückt, mit der Gruppe dc^^ geradmi Vertauschungen 
von fünf Dingen, holoedrisch isomorph. Wir schliessen daraus, dass 
die Modulargleichung (7) Resolventen fünften Grades besitzt, deren 
Discriminante na6h Adjunction einer numerischen Irrationalität (nach 

Hermite der y^ö) das Quadrat einer rationalen Grösse ist. Wird es 
möglich sein, die allgemeine Gleichung fünften Grades nach Adjunctioli 
der Quadratwurzel aus ihrer Discriminante mit einer solchen Resol- 
vente durch Tschirnhaustransformation in Verbindung zu setzen? Oder 
werden wir umgekehrt nach Adjunction der Quadratwurzel aus der 
Discriminante eine Resolvente sechsten Grades der allgemeinen Glei- 
chung fünften Grades aufstellen können, welche aus der Modular- 
gleichung (7) durch geeignete Transformation hervorgeht? Dies sind 
genau die zweierlei Ansätze zur Lösung der Gleichungen fünften 
Grades durch elliptische Functionen, welche von Hermite und Kro- 
necker beziehungsweise aufgegriffen und durchgeführt worden sind. 
Ehe wir auf die Besprechung ihrer Resultate eingehen, haben wir 
aus der Theorie der elliptischen Functionen noch Wesentliches nach- 
zutragen. 

*) Man sehe Oeuvres de Galois, Liouville's Journal t. XI (1846). 
**) Nach den Untersuchungen von Hermite ist die einzige hier in Betracht 



K(-l) ' -n; 



kommende numerische Irrationalität r ( — 1) • n\ vgl. die Darstellung bei 
C. Jordan, Iraite des substitutions et des equations algebriques, pag. 344 ff. 
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Wir erwähnten gerade den Gedanken, die Modulargleichung selbst 
einer Tschirnhaustransformation zu unterwerfen. Dies ist in gewisser 
Form bereits von Jacobi geschehen, indem er neben die eigentlich 
sogenannte Modulargleichung (6) eine Reihe anderer Gleichungen 
(n + 1)*®° Grades stellte, welche dieselbe ersetzen können. Es kann 
hier nicht meine Absicht sein, eine rationelle und umfassende Theorie 
der unendlich vielen dabei in Betracht kommenden Gleichungen mitzu- 
theilen*). Wir müssen einzig eines besonders wichtigen Resultates 
gedenken, welches Jacobi bereits 1829 in seinen Notices sur les 
fonctions elliptiqiies aufgestellt hat**). Jacobi betrachtet dort statt der 
Modulargleichung die sogenannte Multiplicatorgldchting sowie andere mit 
derselben äquivalente Gleichungen, und findet, dass deren (w + 1) Wur- 
zeln sich in einfacJtrer Weise mit Hülfe blos numerischer Irrationalitäten 

aus — ^ " JBcstandtlieilen zusammensetzen. Man hat nämlich, wenn man 

diese Bestandtheile mit Aq, Aj, • • • An — i bezeichnet und übrigens für 

die Wurzeln z der in Betracht kommenden Gleichung die von Galois 
herrührenden Indices anwendet, bei geeigneter Fixirung der linker 
Hand auftretenden Quadratwurzeln: 



(13) 



, l/ !LrJ. 



V 

Vir == \ + f^A, + ^'"A^H 6^ ' ^' . A,^i 



2 



2»Ä 

für 1/ = 0, 1, • • • (n — 1) und s = e ^ , so dass also zwischen den 
Yz folgende Relationen statt haben: 



(14) 



ZjV^r = y (- 1) '■' -n- y^ 

V 



V 



wo N jeden beliebigen der — - — , modulo n vorhandenen Nichtreste 

bedeuten soll. 

Jacobi hat selbst die besondere Bedeutung seines Resultates her- 
vorgehoben, indem er seiner kurzen Mittheilung hinzusetzte: C'est un 



*) Man vergl. hierzu, was Modulargleichungen im engeren Sinne angeht, 
meine Entwickelungen: 7jur Tlieorie der elliptischen Modulfunctionen in Bd. XVII 
der Math. Annalen (1879). 

**) Crelle's Journal Bd. III, pag. 308, oder Werke, t. I, pag. 201. 

10* 
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theoreme des plus importants dans la theorie algebrique de la trans- 
formation et de la division des fonetions elliptiques. unser YFeiterer 
Bericht wird zeigen, wie richtig diese Bemerkung gewesen ist. In 
den Händen von Kronecker und Brioschi haben die Formeln (13), 
(14) eine allgemeine Bedeutung für die Algebra gewonnen, indem sich 
die genannten Forscher entschlossen, Jacöbi'sche Gleichungen (n + 1)^^ 
Grades, d. h. also Gleichungen, deren (n + 1) Wurzeln den aufge- 
stellten Relationen genügen, auch unabhängig von ihrem Zusammen- 
hange mit der Theorie der elliptischen Functionen in Betracht zu 
ziehen*). Insbesondere aber ruht auf der Existenz der Jacobi'schen 
Gleichungen sechsten Grades (welche w == 5 entsprechen) die Kro- 
necker'sche Theorie der Gleichungen fünften Grades, wie wir dies bald 
auszuführen haben werden. 

§ 4. Ueber Hermite*s Arbeit von 1858. 

Wir haben jetzt alle Vorbedingungen, um Hermite's erste hier- 
hergehörige Arbeit, die vielgenannte Abhandlung vom April 1858**), 
zu verstehen. Schon frühe hatte sich Hermite, wie andererseits Betti, 
mit dem Beweise der Galois'schen Angaben, betreffend die Gruppe der 
Modulargleichung, beschäftigt. Aber es galt, was den Fall n == 5 be- 
traf, jene Resolvente fünften Grades, welche die Modulargleichung (7) 
besitzen sollte, in einfachster Form wirklich zu bilden. Dies ist, was 
Hermite jetzt erreichte, indem er 

(15) y = {v<^- Vq) (Vi — V^ (^2 — t^s) 

setzte und folgende zugehörige Gleichung fünften Grades fand: 

(16) 2/^ — 2* . 5^ . M* {1—u^f . y- 2« ]/5^. ^»(1 — w«)2(l + if8) = 0***). 

Hier haben wir genau die jBnw^sche Form, welche wir oben kennen 
lernten, und in der That ist es leicht, eine beliebige JBnw^'sche Glei- 
chung mit (16) durch zweckmässige Annahme von u zu identificiren. 
Es genügt, auf die vereinfachte Form zurückzugreifen, die wir unter 
(5) mittheilten: 
i^ — t— A = 0. 

*) Ich folge in Bezeichnung und Benennung, wie ich dies in meinen früheren 
Publicationen that, durchweg den Vorschlägen von Hm. Brioschi. Hr. Kronecker 
weicht namentlich insofern ab, als er z =^ p schreibt und also Gleichungen 
(2 n + 2)*®^ Grades für f erhält, wobei dann zwischen den Grössen f den Formeln 
(14) entsprechend lineare Identitäten bestehen. Ich verkenne nicht, dass diese 
Schreibweise mancherlei Vorzüge besitzt. 

**) Comptes Rendus t. 46 : Sur la risolution de Vequation du cinquihme degri* 
***) V\^egen des Beweises vergl. etwa Briot-Bouquet, Theorie des fonetions 
elliptiques (Paris 1875), p. 664 ff. 
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Wir reduciren (16) auf diese Form, indem wir 

(17) 2/ = 2 V'5'3 • u . y\-u^ . t 

nehmen, der Coefficient A wird dann folgendem Ausdrucke gleich: 

(18) r= — r=^? 

und hier bestimmen wir u aus A um so leichter, als wir es mit 
Bezug auf u mit einer redproken Gleichung zu thun haben. Hiernach 
ist durch die Formeln von Hermite die Auflösung einer beliebigen Bring- 
sehen Gleichung und damit indireet die Auflösung der allgemeinen Glei- 
chung fünften Grades mit Hülfe elliptischer Functionen geleistet. 

Hermite's Arbeit hat, wie aus diesem kurzen Bericht hervorgeht, 
in keiner Weise Beziehung zur algebraischen Theorie der Gleichungen 
fünften Grades. Vielmehr bewegt sie sich durchweg auf dem Gebiete 
der elliptischen Modulfunctionen, wie denn auch durch sife die Reihe wei- 
terer Untersuchungen, welche Hermite über die Theorie der Modular- 
gleichungen veröflFentlicht hat, initiirt worden ist. Hierin liegt be- 
gründet, dass Hermite's Auflösung der Gleichungen fünften Grades in 
unserer folgenden Darstellung immer nur beiläufig in Betracht kommen 
wird: denn der Gebrauch der elliptischen Functionen erscheint bei 
der Auffassung, die wir weiterhin festzuhalten haben, durchaus als 
secundär. Dies würde natürlich sofort anders werden, wenn wir den 
allgemeinen Ideen, die wir im Schlussparagraphen des vorigen Ab- 
schnitts formulirten, ausführlich Rechnung tragen wollten, was spä- 
teren Darstellungen vorbehalten bleiben muss. 

Mit Hermite's erster Arbeit zusammen erwähnen wir zweck- 
mässigerweise zwei Mittheilungen von Brioschi und Joubert, welche 
beide die Resolvente fünften Grades für die Multiplicatorgleichung 
sechsten Grades (also eine specielle Jacobi'sche Gleichung sechsten 
Grades) berechnen und dadurch ebenfalls die Gleichung (16) gewinnen*). 
Auch Hr. Kronecker hatte sich, wie er Hermite mittheilt**), ur- 
sprünglich mit derartigen Resolventenbildungen beschäftigt. 

§ 5. Die Jaeobfsehen Gleichungen sechsten Grades. 

Im weiteren Fortschritte unseres Berichtes gedenken wir jetzt zu- 
nächst der Untersuchungen, welche die Herren Brioschi und Kronecker 

*) Brioschi: Sulla risoluzione delle equazioni di quinto grado (Annali di 
Matematica, ser. I, t. 1, Juni 1858), Joubert in einer Mittheilung von Hermite im 
46. Bande der Comptes Rendus {Sur la resolution de Vequation du quatrieme degre, 
April 1868). Man sehe auch Joubert: Note nur la resolution de Vequation du ein- 
quihne degre in der Comptes Rendus, t. 48 (1859). 

**) Brief an Hermite vom Juni 1858, siehe Comptes Rendus t. 46. 
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ober die Jacobi'sehen Gleichungen sechsten Grades angestellt haben ^). 
Bemerken wir vorab das Folgende. Wo immer zwei Forscher, gleich- 
zeitig und auf einander Bezug nehmend, über denselben Gegenstand 
gearbeitet haben, ist es schwierig zu sondern, was zuerst von dem 
einen, was von dem anderen gefunden sein mag. Das chronologi- 
sche Verfahren, welches auf das Datum der einzelnen Publicationen 
zurfickgeht, ist gewiss nicht immer zutreffend; aber es ist schliesslich 
das einzige, welches mit einiger Sicherheit gehandhabt werden kann. 
In diesem Sinne soll dasselbe nunmehr zu Grunde gelegt werden. Ich 
beginne mit Besprechung der Arbeiten, welche Herr Brioschi im ersten 
Bande der Annali di Matematica (Serie I, 1858) publicirt hat. 

Nachdem Herr Brioschi daselbst zunächst die Angaben Jacobi's 
bewiesen**), beschäftigt er sich mit der wirklichen Aufstellung der 
allgemeinen Jacobf sehen Gleichung sechsten Grades. Sein Resultat 
ist das folgende***). Es seien Aq, A^, A2 die drei Grossen, welche 
w = 5 entsprechend in (13) auftreten; es sei femer: 

A = \ ~r Ai Ag , 

B = 8 VAi A, - 2Ao*A,* V + V V - A„(V + V), 



(19J 



C7 = 320Ao«Ai*Aj^ - 160A/A,%» + 20Ao*A,*Aä* + 6Ai»A 



5 



2 



- 4Ao(A,* + A,5) (32 A„* - 20\'\P^ + ÖAi^A/) 

+ Ai" + A,^». 

Dann mrd die allgemeine Jacöbische Gleichung sechsten Grades nadi- 
stehende sein: 

(2O){z-Äy-4Ä{^—Äy+lOB(0'-Äy—C(z-Ä) + (5B^—ÄC)=O. 

Brioschi sucht ferner eine möglichst einfache Resolvente fünften 
Grades dieser Gleichung zu bilden und setzt zu diesem Zwecke zu- 
nächstf), dem Vorgange von Hermite folgend: 

(21) y = (^00 — ^0) (^1 — ^4) (^2 — ^3), 

bemerkt dann aber, an einen Brief von Hermite anknüpfend, dass be- 
reits die Quadratwurzel aus diesem Ausdrucke in den A rational ist 
und zu einer Gleichung fünften Grades Anlass gibt ff). Sei x diese 
Quadratwurzel, so findet Brioschi für die fünf Werthe, deren x fähig 
ist, die folgenden Formeln: 

*) Man vergl. die Darstellung dieser Verhältnisse durch Hermite in dessen 
bereits genannter Abhandlung: Siw Vequation du cinquihne degre, Comptes 
Rendus, insbesondere t. 62 (1866, 1) p. 245—247. 
**) pag. 176 1. c. (Mai 1858). 
***) pag. 256 1. c. (Juni 1858). 
t) Ebenda, 
tt) pag. 326 1. c. (Sept. 1858). 
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(22) «;, = -£' A, (4 Ao* - A. A,) + «'' (2AoA,^ - A^«) 

, + £»' (- 2 Ao A,^ + A,^) + 8*" A, (4 V - AA), 
als zugehörige Gleichung fünften Grades aber die nachstehende: 

(23) x' + 10 Bx^ + 5 (9J52 -^ AC) x - |/J = 0, 

wo n die Discriminante der Jacobi'schen Gleichung (20) ist*). 

Die Multiplicatorgleiching sechsten Grades der elliptischen Functionen 
(auf welche Jacobi's Bemerkung zunächst Bezug nahm) ist in (20) 
natürlich als besonderer Fall enthalten. Brioschi findet**), dass die- 
selbe im Wesentlichen durch die Bedingung B = charakterisirt ist, 
worauf (23) eine Bring'sche Gleichung wird. Herrn Kronecker gebührt 
das Verdienst, zuerst auf den Fall A = seine Aufmerksamkeit gerichtet 
und auch dessen Lösung durch elliptiscJie Functionen bewerkstelligt m 
haben. Wir brauchen seine anfänglichen Formeln, wie er dieselben 
in seinem Briefe an Hermite angibt***), und wie Brioschi dieselben 
sodann in der sogleich noch ausführlicher zu besprechenden Abhand- 
lung im ersten Bande der Atti des Istituto Lombardof) bewiesen 
hat, hier nicht ausführlich mitzutheilen. Denn sie vereinfachen sich 
beträchtlich, wenn man statt des Moduls k (den Hr. Kronecker ge- 
brauchte) die rationalen Invarianten des elliptischen Integrals: g^, g^} ^ 
einführt, und in dieser vereinfachten Form haben wir die betreffenden 
Auf lösungsformeln schon oben kennen gelernt (I, 5, § 8). In der That 
ist die Jambische Gleichung sechsten Grades mit A = nichts Anderes, 
als jene einfachste Resolvente sechsten Grades, welche wir I, 4, § 15 beim 
Ikosaeder aufgestellt haben, wir haben nur 

(24) Ao = 0^0^, Ai = ^l^ A, = — z./ 

und entsprechend 

(25) B f, C=- H 

zu setzen. Zugleich verwandelt sich für A = die Resolvente fünften 
Grades (23) in folgende 

(26) x^ + lOBx^ + AbB^x ~ ]/ ^ = 0, 

was mit Formel (27) von I, 4, § 11 übereinstimmt. Wir erwähnen 



*) Ich habe entgegen der ursprünglichen Formel von Brioschi die Zahlen- 
coefficienten hier so angegeben, wie dies später Joubert gethan hat (Sitr Vequation 
du sixiime degre, Comptes Rendus t. 64, 1867). 
**) 1. c. p. 175, 266. 
***) Comptes Rendus t. 46 (Juni 1858). 
t) Sul metodo di Kronecker per Ja risoluzione delle cquazioni di quinto grado 
(Nov 1868). 
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diese Beziehungen nur erst beiläufig, um später ausführlich darauf 
zurückzukommen. 

Es erübrigt, was Jacobi'sche Gleichungen sechsten (oder auch be- 
liebigen) Grades angeht, noch einer letzten üntersuchungsrichtung zu 
gedenken, welche Hr. Kronecker in seinen „algebraischen Mittheilungen" 
vom Jahre 1861 zuerst in Angriff genommen hat*), und die dann von 
Hrn. Brioschi insbesondere im ersten Bande der zweiten Serie der 
Annali di Matematica (1867)**) des Weiteren verfolgt worden ist. Es 
handelt sich darum, aus einer Jacobi'schen Gleichung durch Tschirn- 
haustransformation neue zu bilden. Herr Kronecker bemerkt, dass 
dies in doppelter Weise möglich ist, indem die Wurzeln Z», Zv der 
transformirten Gleichung (welche den 0»^ Zy der ursprünglichen Gleichung 
entsprechen) entweder genau den Formeln (13), (14) genügen (wobei 
man s beliebig durch e^ ersetzen kann, unter JR einen quadratischen 
Rest von n verstanden; es bedeutet das nur eine ümordnung der 
Wurzeln) oder aber den anderen^ die aus (13), (14) hervorgehen^ indem 
man s durch s^ ersetzt, wo N einen heliebigen Nichtrest modulo n be- 
zeichnen soll. Sei w, wie wir jetzt annehmen wollen, gleich 5; dann 

kann man im ersten Falle YZ beispielsweise gleich -J-r-, oder gleich 

-^ setzen; der allgemeinste hier in Betracht kommende Ausdruck 

von yZ entsteht, indem wir Yz und die genannten beiden Grössen 
mit beliebigen constanten Factor en multiplicirt zusammenfügen: 

(27) yz=A.l/i+^.^ + v.^^ 

Den zweiten Fall erledigen wir, indem wir uns zunächst für denselben 
ein specielles Beispiel bilden, welches etwa durch: 

(28) ^ = ^+ "^ 



z — Ä ' 6B^ - AC 

geliefert wird: hernach behandeln wir die diesem Beispiele entspre- 
chende Jacobi'sche Gleichung genau nach Formel (27). Wir werden 
später ausführlicher auf das Princip dieser Umformungen zurück- 
kommen. Einstweilen finde nur noch folgende Bemerkung ihre Stelle. 

Wenn wir für das Y^ ^^^ Formel (27) den Ausdruck Ä berechnen, 
so wird derselbe eine ganze homogene Function zweiten Grades der 
A, /x, V. Wir können dieselbe zu Null machen, indem wir z. B. i; = 



*) Monatsberichte der Berliner Akademie. 
**) La soluzione piü generale delle equazioni del 5. grado. — Man sehe auch: 
Sopra alcime nuove relazioni modulari in den Atti della B. Accademia di Napoli 
von 1866. 
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setzen und A : /x durch die resultirende quadratische Gleichung be- 
stimmen. Wir können also durch blosse Ausziehung einer Quadratwurzel 
die allgemeine JacoMsche Gleichung sechsten Grades in eine solche mit 
A = verwandeln. 

Herr Brioschi hat später seine hier berührten Untersuchungen, 
wie auch die weiteren, sogleich zu besprechenden, die sich speciell 
auf die Theorie der Gleichimgen fünften Grades beziehen, im 13. Bande 
der mathematischen Annalen zusammengefasst^), was um so willkomme- 
ner sein muss, als seine ursprünglichen mannigfach zerstreuten Publi- 
cationen vielen Mathematikern nur schwierig zugänglich sein dürften. 
Auch Herr Kronecker ist später noch einmal auf die Theorie der all- 
gemeinen Jacobi'schen Gleichungen zurückgekommen**), doch liegen 
die dort von ihm behandelten Fragen jenseits der Grenzen, welche 
uns bei der gegenwärtigen Darstellung vorgeschrieben sind. 

§ 6. Die Kronecker'sche Methode zur Auflösung der Gleichungen 

fünften Grades. 

Indem wir die Theorie der Jacobi'schen Gleichungen sechsten 
Grades vorausschickten, können wir jetzt mit Leichtigkeit das Wesen 
jener Auf lösungsmethode bezeichnen, welche Herr Kronecker in seinem 
wiederholt citirten Briefe an Hermite (Comptes Rendus t. 46, Juni 
1858) für die allgemeinen Gleichungen fünften Grades entwickelt hat. 
Die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades sind auf das Engste mit 
der Theorie der elliptischen Functionen verknüpft, aber sie repräsen- 
tiren auch, wie wir bereits bemerkten, und zwar gerade vermöge der 
Formeln (13), (14), für sich genommen einen merkwürdig einfachen 
Typus algebraischer Irrationalitäten. Herrn Kronecker' s eigentliche Ent- 
deckung ist nun diese: d^iss man aus der allgemeinen Gleichung fünften 
Grades nach Ädjunction der Quadrattvurzel aus der Discriminante rationale 
Besolventen sechsten Grades aufstellen kann, welche JacoMsche Gleichungen 
sind. . Daran schliesst sich die weitere Bemerkung, die wir schon so- 
eben vorbereiteten: dass man mit Hülfe nur einer zutretenden Quadrat- 
tourzel die betreffende Jacobi'sche Gleichung in eine solche mit Ä ^ 
verwandeln kann, also in eine Normalform mit nur einem wesentlicJien 
Parameter**^), die sich durch elliptische Functionen erledigen lässt 

In Herrn Kronecker's ursprünglicher Mittheilung sind die beiden 

hiermit getrennten Punkte allerdings nicht deutlich geschieden: Herr 

*) lieber die Auflösung der Gleichungen fünften Grades (1878). 
**) Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1879: Zur Theorie der 
algebraischen Gleichungen. 

***) Man reducirt hier wieder auf nur einen Parameter, indem man z = gt 
setzt und q zweckmässig bestimmt. 
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Krouecker beschränkt sich darauf, die folgende rationale Function der 
fünf Wurzeln einer Gleichung fünften Grades mitzutheilen: 

(jy) / (y y Xq, x^j x^y x^j x^j 

m = 4 n = 4 

\rT \rT . 2nn / 2 2 _i 3 \ 

y^f y^f Sin - \XmXfn-\-n^m-i-^n ~T" '^ ' ^m^wt-|-n^m + 2wy> 

m==0 n= 

in welcher er. v derart bestimmt denkt, dass Uf^ = wird, um dann 
zu bemerken, dass die verschiedenen /*, welche aus (29) durch gerade 
Vertauschungen der x entstehen, einer Gleichung zwölften Grades der 
folgenden Form genügen: 
(30) ^2 _ iO(p . /^ + 5^2 _ ^ . ^^ 

die mit Hülfe elliptischer Functionen gelöst werden kann. Hier ist 
(30), sofern wir p = z setzen, die Jacobi'sche Gleichung mit -4 = 0, 
und es entspricht das Verschwinden von Ä dem Verschwinden von Ep. 
Es ist Herrn BrioscMs Verdienst, die inneren Gedanken der 
Kronecker'schen Methode in durchsichtiger und zugleich verallgemei- 
nerter Form dem mathematischen Publikum zugänglich gemacht zu 
haben und zwar in der soeben schon genannten Abhandlung: Sul 
metodo di Kronecker etc. im ersten Bande der Atti des Istituto 
Lombardo (Nov. 1858). Wir recurriren hier nicht noch einmal auf 
die Beiträge, welche Brioschi daselbst zur allgemeinen Lehre von 
den Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades gegeben hat. Was uns 
hier interessirt ist dies, dass er ein allgemeines BüdungsgesetB für die 
Wurzeln z aufstellt^ von welchem in Formel (29) ein spedeller Fall vor- 
liegt ifs sei 

(olj ^(^o; ^1? «^2; ^3; ^4j 

eine rationale Function der fünf x, welche bei der cyclischen Ver- 
tauschung: 

\Xq X^ X^ X^ X^j 

ungeändert bleibt, es sei ferner: 

(32) v' = v (xq, a?4, %, X2, x^). 

Brioschi setzt dann 

(33) V — V = Uco 

und leitet aus dieser Function fünf neue Functionen Wq, %, ^2; %; ^4 
ab, indem er die x zuvörderst der Substitution Xq = Xq, x^ = x^y 
x^ = a^i, x^ = x^, xl = x^ unterwirft und dann die schon genannte 
cyclische Vertauschung in Anwendung bringt. Alsdann erweisen sich 
folgende Ausdrücke allgemein als Wurzeln einer Jacohi'schen Gleichung 
sechsten Grades, die hei allen geraden Vertauschungen der x ungeändert 
J)leibt und daher rationale Functionen der Coefficienten der Gleichung 
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(34) 



'0 



fmßm Grades und der Quadrahourgel aus ihrer Discriminante m Coefß- 
cienten hesitst: 

Z<x> = (W« ]/5 + ^'o + ^1 + «*2 + ^3 + U^^y 
Zc. = (Woo + «*ü 1^5 — *<1 + ^2 + ^3 — W4)^ 

= (woo — Wo + Wi ys — ^2 + H + «4)^ 

= (Woo + Wo — Wi 4- % "/Ö — Wg + ^4)2, 

= (WOO + W(j + Wi — % + Wg ]/5 1*4)^, 

= (woo — - Wo + Wi + Wa — W3 + W4 ]/5)l 
Diese Formeln werden noch übersichtlicher, wenn wir die Bestand- 
theile Aq, A^, A2 angeben, aus denen sich die Yz in Ueber einst immun g 
mit (13) zusammensetzen. Der Vergleich liefert einfach: 

Ao ]/5 = Woo 1/5 4- f ^0 4- Wi + W2 + tfg 4- W4, 
— Ai }/5 = t*o + £^t*i + «^W2 4- «^Wg 4- £^4, 

— A2 1/5 = Wo 4- «Wj 4- £^^2 + «^% 4- «*«^4; 



-^2 
^3 
^4 



(35) 



2t7K 



wo «= e ^ , }/5 =£ + £* — £^ — £^ Die Formeln (29) sind, wie 
bereits angedeutet, in (34) als specieller Fall einbegriffen; Herr 
Kronecker hat dabei die Functionen v oder w, die er benutzte, von 
vornherein mit einem linear vorkommenden Parameter v ausgestattet, 
um der zutretenden Bedingung -4. = genügen zu können. Herr 
Brioschi gibt für einen anderen, mit den Invarianten der binären 
Form fünfter Ordnung zusammenhängenden Fall die volle Berechnung 
der Schlussgleichung sechsten Grades. 

Wir haben soeben, unter (23), Brioschi's einfache Resolvente 
fünften Grades der Jacobi'schen Gleichung sechsten Grades kennen 
gelernt. Indem wir jetzt die Jacobi'sche Gleichung sechsten Grades 
ihrerseits als Besolvente der allgemeinen Gleichung fünften Grades 
betrachten, erkennen wir die Möglichkeit, die allgemeine Gleichung 
fünften Grades durch eine TschirnJiausiransformation, deren Coefficienten 
nach Ädjunction der Qu>adratwur0el aus der Discriminante der vorge- 
legten Gleichung rational sind, in eine Gleichung (23) überzuführen, d. h. 
in eine Gleichung, in welcher die vierte und die zweite Potenz der TJnbe- 
Jcannten fehlen*). Insbesondere können wir, wenn wir noch die Kronecker- 
sche Hülfsgieichung für v hinzunehmen, in dieser Gleichung Ä = 
machen und so die Form (26) erzielen, welche, ähnlich wie die Bring'sche 

*) Die Ausdrnoksweise des Textes setzt bereits voraus, was wir sogleich über 
die Eationalität von 1/ ^5- bemerkeii wenden, 
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Form, nur noch einen wesentlichen Parameter enthält. Hermite, und 
nach ihm wieder Brioschi, haben sich ausführlich damit beschäftigt, die 
betreflPende Tschirnhaustransformation in expliciter Form herzustellen. 
Wir würden genauer auf diese Arbeiten eingehen müssen, wenn 
selbige nicht wesentlich von der wiederholt genannten Forderung be- 
herrscht wären, die Invarianten der binären Form fünfter Ordnung 
zur Geltung zu bringen. So also sei hier nur kurz verwiesen: zu- 
nächst auf die elegante Mittheilung Hermite's an Borchardt im 
59. Bande des Journals für Mathematik (1861), sodann auf dessen 
wiederholt genannte ausführliche Abhandlung Sur Veqaation du cin- 
quieme degre, deren zweite Hälfte (Comptes Rendus t. 62 [1866] pag. 
715, 919, 959, 1054, 1161) der genauen Durchführung sämmtlicher 
bei der Kronecker'schen Methode nothwendig scheinender Rechnungen 
gewidmet ist, endlich auf eine Reihe von Bemerkungen, welche dann 
wieder Herr Brioschi den Hermite'achen Entwickelungen hinzugefügt 
hat (Comptes Rendus t. 63 [1866, 2], t. 73 [1871, 2], t. 80 [1875, 1])*). 

§ 7. Ueber Kronecker's Arbeit von 1861. 

Hatte Herr Kronecker in der ersten Mittheilung an Hermite seine 
Methode zur Auflösung der Gleichungen fünften Grades nur beiläufig 
und sozusagen an einem Beispiele demonstrirt, so ist er später (1861) 
ausführlicher auf Wesen und Principien derselben eingegangen**). 
Wir müssen hierüber an dieser Stelle um so ausführlicher berichten, 
als die betreffenden üeberlegungen unserer eigenen Entwickelungen 
im Folgenden vielfach zu Grunde liegen, andererseits Herr Eronecker 
nur eine ausserordentlich knappe Darstellung gegeben und dabei alle 
Beweise bei Seite gelassen hat. 

Zunächst: Herr Kronecker unterscheidet ausdrücklich zwischen dem 
transcendenten und dem algebraischen Theile der Lösung. Der letztere, 
eigentlich wichtige, besteht in dem Inbegriff aller derjenigen alge- 
braischen Operationen, die nothwendig sind, um die allgemeine Glei- 
chung fünften Grades durch eine möglichst einfach gewählte Normal' 
gleichung zu ersetzen; wie man die Wurzeln dieser letzteren gegebenen 
Falles berechnen will, durch convergente unendliche Processe oder 
durch empirische Tabellen etc. etc., ist eine Frage für sich, welche 
nicht weiter berührt wird. Sonach kommen jetzt die Jacobi'schen 

*) Man vergl. auch M, Boherts im ersten Bande der 2. Serie der Annali di 
Matematica (1867): Note sur les equations du dnquüme degre. 

**) Nämlich in der bereits genannten Mittheilung in den Berliner Monats- 
berichten, aus welcher sodann derjenige Theil, der sich auf Gleichungen fünften 
Grades bezieht, im 59. Bande von Borchardt's Journal wieder abgedruckt wurde. 



n, 1. Historische Einleitung. 157 

Gleichungen sechsten Grades für Herrn Kronecker nur vermöge ihrer 
algebraischen Eigenthümlichkeiten, nicht aber vermöge ihres Zusammen- 
hangs mit den elliptischen Functionen in Betracht. 

Sodann: Hr. Kronecker bemerkt, dass man bei den Irrationalitäten, 
welche zum Zwecke der Reduction algebraischer Gleichungen einge- 
führt werden, eine wesentliche Unterscheidung machen muss. Die 
Irrationalitäten der ersten Art, — man könnte sie die natürlichen 
nennen — , sind diejenigen, welche von den zu bestimmenden Wurzeln 
X rational abhängen, also dieselben, die wir im vierten Kapitel des 
vorigen Abschnitts als Wurzeln „rationaler" Resolventen bezeichnet 
haben. Daneben stellen sich andere, die man accessorisch nennen 
könnte, weil sie irrationale Functionen der x sind. Solche accesso- 
rische Irrationalitäten brauchen nicht etwa complicirter zu sein, als 
die natürlichen, es kann sich bei ihnen z. B. um die Quadratwurzel 
aus einem Coefficienten der vorgelegten Gleichung handeln. So ist 
es bei den Ausdrücken (29), die wir eben betrachteten; dieselben 
bezeichnen an sich natürliche Irrationalitäten, welche aber accesso- 
risch werden, wenn man das v in der erwähnten Weise mit Hülfe 
einer quadratischen Gleichung bestimmt. 

Dieser Unterscheidung entsprechend fragt sich Hr. Kronecker des 
Weiteren, bis zu welchem Punkte man bei der Auflösung der Glei- 
chungen fünften Grades mit der Specification der allgemeinen Jacobi- 
schen Gleichung gehen kann, sofern man sich das Gesetz auferlegt, 
nur natürliche Irrationalitäten benutzen zu wollen. Die Jacobi'sche 
Gleichung sechsten Grades enthält zuvörderst drei Parameter: eben 
die drei von uns mit A, B, C bezeichneten Grössen. Hr. Kronecker 
bemerkt, dass man durch geeignete Abänderung seiner Methode, ohne 
aus dem Ejreise der natürlichen Irrationalitäten herauszutreten, diese 
Parameter durch nur zwei a, b ersetzen könne. Dagegen sei es, be- 
hauptet er, unmöglich, ohne Zuhülfenahme accessorischer Irrationalitäten 
am der allgemeinen Gleichung fünften Grades eine Jacohüsche Gleichung 
mit nur einem Parameter oder überhaupt eine Besolvente mit nur einem 
Parameter herzustellen. 

Was die erste dieser beiden Angaben betrifft, so können wir uns 
über dieselbe gleich hier Rechenschaft geben. Wir werden nämlich 
im vierten Kapitel des Folgenden zeigen, dass neben den Aus- 
drücken zweiten, sechsten und zehnten Grades in A^, A^, Ag, die wir 
A, By C nannten, auch noch ein Ausdruck fünfzehnten Grades, Z), 
rational bekannt ist, dessen Quadrat eine ganze Function der J., J9, C 
ist. Dieses Z) ist uns als vierte Wurzel aus der durch 5^ dividirten 
Discriminante der Jacobi'schen Gleichung bereits in dem constanten 
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Gliede von (23) entgegengetreten. Man ersetze nun in der Resolvente 
der Gleichung fünften Grades die Ausdrücke Aq, Aj, Ag (35) durch 

^jy j ^ jj j -^— 9 ^- t. durch ihnen proportionale Functionen der 

nullten Dimension. So treten an Stelle von Ä^ S, C, D beziehungs- 

A^^ A^^ • B A"^^ • G A^^^ 
weise ^^ — ij^~f ~D^^~' W^' ^^^^ können wir für D^ überall 

die ihm gleiche ganze Function der Äj B, C substituiren. Dann hängen 
die neuen A, JB, C, D in der That nur von zwei Parametern ab, 
nämlich den Quotienten nuUter Dimension: 

(36) ^^~Ä^^ ^'^~Ä^' 

womit der verlangte Beweis erbracht ist. 

Der Beweis der zweiten Behauptung ist wesentlich schwieriger, 
und müssen wir denselben bis zum Schlüsse unserer Gesammtdar- 
stellung vertagen. Er erscheint dort als Folge von Eigenschaften der 
Ikosaedersubstitutionen, die wir früher hervorgehoben haben, und er- 
gibt sich aus denselben so naturgemäss, dass durch sie der eigentliche 
Grund des in Rede stehenden Satzes aufgedeckt erscheint. 

Ich komme zur Conclusion der Kronecker'schen Arbeit. Herr 
Kronecker macht darauf aufmerksam, dass bei solchen algebraischen 
Gleichungen, welche sich durch Wurzelzeichen lösen lassen, und zwar 
auf Grund der ursprünglichen ^teZ'schen Entwickelungen, die accesso- 
rischen Irrationalitäten überhaupt vermieden werden können. Hier- 
nach postuUrt er das Gleiche für die Auflösung der höheren Gleichungen: 
CT will deren Reduction jeweils nur bis m dem Punkte geführt sehen^ bis 
8u welchem der Gebrauch der natürlichen Irrationalitäten überhaupt 
hinanreicht Dann ist also der letzte Schritt der ursprünglichen Kro- 
necker'chen Methode, wie wir denselben soeben kennen lernten: die 
Reduction auf eine Gleichung mit ^ = 0, zu verwerfen. Vielmehr 
hat sich die Theorie darauf zu beschränken, die Gleichungen fünften 
Grades (in der eben angedeuteten Weise) mit Jacobi'schen Gleichungen, 
die zwei Parameter enthalten, in Verbindung zu setzen, die verschie- 
denen Arten der hier möglichen Reduction zu untersuchen, endlich 
zuzusehen, wie sich nun umgekehrt die Wurzeln der Gleichung fünften 
Grades durch die Wurzeln der genannten Jacobi'schen Gleichung sechsten 
Grades darstellen*). 

*) Ich möchte hier auf den Schlussparagraphen von I, 5 erneut aufmerksam 
machen. Sind die dort gegebenen Anschauungen richtig, so kann man die Be- 
nutzung der elliptischen Functionen als Einführung accessorischer Irrationalitäten 
unendlich hoher Ordnung betrachten. Will man also an dem Kronecker'schen 
Postulate festhalten, so darf man nicht etwa die Gleichungen mit zwei Parametern, 
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Was unsere eigene Darstellung angeht, so möchte ich an der hiermit 
präcisirten Forderung im Folgenden nicht festhalten. Sicher werden wir 
untersuchen müssen, und es soll dies in ausgiebigster Weise geschehen, wie 
weit man mit Benutzung allein natürlicher Irrationalitäten gelangen kann. 
Aber hierüber hinaus entsteht nun doch die Frage, welche Bewandt- 
niss es mit den accessorischen Irrationalitäten hat, die zur ferneren 
Reduction verhelfen, welches die einfachsten Resultate sind, die man 
mit ihrer Hülfe erreicht. Die Analogie mit jenen Gleichungen, die 
durch Wurzelzeichen lösbar sind, erscheint mir nicht zwingend. Wenn 
bei letzteren der Gebrauch accessorischer Irrationalitäten überflüssig 
ist, so kann man in dem nothwendigen Auftreten dieser Irrationali- 
täten bei höheren Gleichungen ein Charakteristikum der letzteren er- 
blicken und sollte um so mehr darauf ausgehen, bei den Gleichungen 
fünften Grades, als dem niedersten Falle der höheren Gleichungen, 
Wesen und Bedeutung der erforderlichen accessorischen Irrationali- 
täten zu ergründen. Wir werden diese Untersuchungen um so weni- 
ger bei Seite lassen dürfen, als die Behandlung der natürlichen Irra- 
tionalitäten, wie wir sehen werden, durch sie in gewissem Sinne 
vermittelt werden wird. 

§ 8. Aufgabe unserer ferneren Entwickelungen. 

Wir brechen an dieser Stelle unseren historischen Bericht ab, 
insofern es zweckmässig scheint, die Besprechung der jetzt noch zu 
nennenden Arbeiten*) in die fortlaufende Darstellung der folgenden 
Kapitel zu verweben. Zweck dieser Darstellung ist es, wie wir 

die man erhalten hat, hinterher durch elliptische Function lösen wollen, sondern 
diese Gleichungen bilden einen Punkt, über den in keiner Weise weiter vorzu- 
dringen ist. 

*) Es sind dies zunächst die verschiedenen Aufsätze, welche von Herrn 
Gordan unter dem Titel: lieber die Auflösung der Gleichungen fünften Grades 
und von mir selbst als: Weitere Untersuchungen über das Ikosaeder veröffentlicht 
worden sind. Erstere finden sich beziehungsweise in den Erlanger Berichten vom 
Juli 1877, in dem amtlichen Bericht der Naturforscherversammlung zu München 
(vom Sept. 1877) und im 13. Bande der Mathem. Annalen (1878), letztere in den 
Erlanger Berichten von Nov. 1876, Januar und Juli 1877, endlich im 12. Annalen- 
bande (1877). Man sehe auch eine Mittheilung von Brioschi an die R. Accademia 
dei Lincei vom Dec. 1876 (Transunti) und eine andere an das Istituto Lombardo 
vom April 1877 (Rendiconti (2) X). — Hierzu tritt des Weiteren Kiepert: Auf- 
lösung der Gleichimgen fünften Grades in den Göttin ger Nachrichten vom Juli 
1878, ausgeführt in Borchardt's Journal t. 87 (Aug. 1878), sowie von meinen eige- 
nen Arbeiten: üeher die Transformation der elliptischen Functionen und die Auf- 
löswng der Gleichungen fünften Grades (Bd. 14 der Annalen, Mai 1878) und: 
lieber die Auflösu/ng gewisser Gleichimgen vom siebenten und achten Grade (im 
15. Annalenbande, März 1879). 
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wiederholt andeuteten, die Auflösung der Gleichungen fünften Grades 
in möglichst einfacher und zugleich vielseitiger Weise noiit der 
Theorie des ITcosaeders in Verbindung zu setzen. Dass eine solche 
Verbindung möglich ist, geht bereits aus unserer bisherigen Dar- 
stellung in verschiedener Weise hervor: denn die Jacobi'sche Gleichung 
mit ^ = ist, wie wir sahen, eine Resolvente der Ikosaedergleichung, 
und auch die ßring'sche Form können wir als solche auffassen, wenn 
wir in I, 4, § 12 das m : n derart bestimmt denken, dass in der 
Hauptresolvente daselbst der Term mit Y^ verschwindet. 

Inzwischen ist es nicht unsere Absicht, das Ikosaeder in solch' 
indirecter Weise einzuführen. Vielmehr wollen wir die Theorie der 
Gleichungen fünften Grades im Zusammenhange und von vorne be- 
ginnend derartig darstellen, dass die Bedeutung des Ikosaeders als 
eine nothwendige und principielle erkannt wird. Dabei verwende 
ich, wie schon wiederholt angedeutet, in ausgiebiger Weise Con- 
structionen im Sinne der projectiven Geometrie, Kein Zweifel, dass 
man dieselben überall durch rein algebraische Ueberlegungen ersetzen 
kann. Trotzdem glaube ich, dass dieselben von wesentlichem Nutzen 
sind, und meine, dass sie in ähnlicher Form auch bei höheren Proble- 
men der Gleichungstheorie von Bedeutung sein müssen. 

Des Näheren gliedert sich unsere folgende Darstellung in viei: 
Kapitel. 

Es handelt sich zunächst darum, die Haxipfbegriffe der Gletckungs- 
theorie in geometrische Form zu bringen. Dabei knüpfe ich an eine 
Darstellungsweise an, welche ich 1871 im vierten Bande der Mathe- 
matischen Annalen gegeben habe*), und entwickele im weiteren Ver- 
folg derselben insbesondere die geometrische Auffassung der Tschim- 
haustransformation und der Resolventenbildung. Mit Rücksicht auf 
später schliesse ich hieran einen kleinen Excurs über die Elemente 
der Liniengeometrie und die zugehörigen Eigenschaften der Flächen 
zweiten Grades. 

Das folgende (dritte) Kapitel ist der besonderen Theorie der 
Hauptgleichungen fünften Grades gewidmet, d. h. derjenigen Gleichungen, 
welche weder die vierte noch die dritte Potenz der Unbekannten ent- 
halten. Auf Grund des Satzes, dass die Flächen zweiten Graäes zwei 
Schaaren geradliniger Erzeugender besitzen, ergibt sich für die ge- 
nannten Gleichungen ein ausserordentlich einfacher Zusammenhang 
mit dem Ikosaeder, worauf unsere früheren Entwickelungen betreflFs 
der Hauptresolvente der Ikosaedergleichung (I, 4, § 12) zu expliciten 
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Formeln für die Wurzeln der vorgelegten Gleichung führen. Hier- 
durch gewinnen wir, wie ich beiläufig entwickele, namentlich auch die 
Mittel, um die Bring'sche Transformation in definitive Gestalt zu 
setzen und ihrem inneren Wesen nach zu verstehen. 

Unser viertes Kapitel erläutert sodann die Stellung des Ikosaeders 
zur Lehre von den allgemeinen Jacöbischen Gleichungen sechsten Grades. 
Es zeigt sich, dass letztere im Sinne von I, 5, § 4 ein ternäres 
Formenpröblem vertreten, und zwar ein solches, das aus dem bis- 
herigen binären Ikosaederprobleme durch einen gewissen, einfachen 
Uebertragungsprocess entsteht. Auf demsejben Wege ergeben sich 
wie von selbst, und zum Theil in verbesserter Form, alle die 
mannigfachen Resultate, die man in der Theorie der Jacobi'schen 
Gleichungen sechsten Grades gewonnen hat. Insbesondere werde ich 
entwickeln, wie man die Auflösung der allgemeinen Jacobi'schen Glei- 
chung unter Adjunction einer accessorischen Quadratwurzel am zweck- 
mässigsten mit Hülfe der Ikosaedergleichung bewerkstelligt. 

Zwei Wege öfinen sich jetzt, wie wir im fünften Kapitel aus- 
führen, um die allgemeine Gleichung fünften Grades durch die Ikosaeder- 
gleichung aufzulösen, indem es uns nämlich frei steht, entweder die 
gegebene Gleichung durch Tschirnhaustransformation in eine Haupt- 
gleichung fünften Grades zu verwandeln, oder sie durch Resolventen- 
bildung mit dem gerade besprochenen ternären Formenprobleme in 
Verbindung zu setzen. Der eine ergibt, weun wir wolleu, eine Ver- 
einfachung der Methode von Bring, der andere eine Modification der- 
jenigen von Kronecker. Aber zugleich erkennt man, dass die Operationen, 
welche bei den zweierlei Ansätzen gebraucht werden, nicht ihrem Wesen 
nach, sondern nur hinsichtlich der Reihenfolge verschieden sind. Wir 
haben so das Mittel, um sämmtliche in den vorangehenden Paragraphen 
besprochenen älteren Arbeiten von einem Gesichtspunkte aus zu ver- 
stehen. Dabei gelingt es denn auch, jenen indirecten, von Herrn 
Kronecker aufgestellten Satz zu beweisen, von dem wir soeben berich- 
teten, und der als principieller Abschluss nicht nur des Auflösungs- 
problems in abstracter Form, sondern speciell auch unserer Ueber- 
legungen aufgefasst werden kann. 

Vielleicht interessirt es besonders, dass vermöge unserer Dar- 
stellung die Theorie der Gleichungen fünften Grades derjenigen der 
Gleichungen dritten und vierten Grades wieder nahe gerückt ist: wir 
haben darauf, wo immer es nützlich schien, in kurzen Noten unter 
dem Text Bezug genommen. 
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Kapitel ü. 
Einf&linmg geometriselier Hfilfsmittel. 

§ 1. Grundlage der geometrischen Dentnng. 

Die geometrische Deutung der Gleichungen fünften Grades, mit 
der wir im Folgenden arbeiten werden, beruht auf dem einfachen Ge- 
danken, die Wurzeln Xq, x^, x^, x^y x^ der Gleichung als homogene 
Punktcoordinaten zu benutzen (wobei natürlich nur die Verhältnisse 
der X zur Interpretation gelangen). Wollten wir dabei nicht noch 
eine Einschränkung hinzufügen, so müssten wir einen Raum von vier 
Dimensionen zu Grunde legen. Dies aber wäre in doppeltem Sinne un- 
bequem: wir müssten auf 'die prägnante Terminologie verzichten, die 
uns für die Geometrie des dreidimensionalen Raumes zur Verfügung steht, 
und würden keinerlei Vorkenntnisse in specifischer Form voraussetzen 
können. Wir wollen also eine Beschränkung einführen, die in jedem 
Falle durch Qinei leichte Hülfstransformation zu erreichen sein wird, 
indem wir nämlich festsetzen, dass im Folgenden immer 

(1) i:x = o 

genommen sein soll, dass wir also nur Gleichungen fünften Grades der 
folgenden Art betrachten werden: 

(2) a^ J^aa?-[-hx^ + cx + d = 

(in denen das Glied mit x^ fehlt). Wir können dann, und zwar ge- 
rade vermöge (1), die Verhältnisse der x als Punktcoordinaten des 
gewöhnlichen Raumes, als sogenannte Pentaedercoordinaten desselben 
deuten. Derartige Pentaedercoordinaten sind von den gewöhnlichen 
Tetraedercoordinaten der projectiven Geometrie nur formal verschie- 
den: wir mögen sie geradezu in der Weise definiren, dass wir vier 
derselben als Tetraedercoordinaten betrachten und die fünfte vermöge 
(1) als lineare Combination der übrigen einführen; es geht dann nur 
die Symmetrie, auf welche wir in der Folge grösstes Gewicht legen 
müssen, verloren*). 

*) Die Einführung überzähliger Coordinaten, welche dann durch eine ent- 
sprechende Zahl linearer Identitäten an einander gebunden sind, ist auch sonst 
in der Geometrie vielfach nützlich; man vergl. z. B. Paul Serret' s Geometrie de 
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Die hiermit bezeichnete geometrische Deutung gewinnt erst da- 
durch ihre Eigenart, dass wir die verschiedenen Anordnungen in Be- 
tracht ziehen, die man den Wurzeln x ertheilen kann. Ein und 
derselben Gleichung fünften Grades entsprechen in diesem Sinne zu- 
vörderst 120, im Allgemeinen verschiedene Raumpunkte, die nur zu- 
sammengenommen bekannt sind: die Auflösung der Gleichung wird 
eben darin bestehen, dass wir die Mittel angeben, um unter den 120 
solchergestalt eingeführten Punkten den einzelnen herauszugreifen. 

Die in Rede stehenden Raumpunkte sind natürlich geometrisch 
nicht unabhängig. Eine beliebige Vertauschung der Pentaedercoordi- 
naten, z. B. diejenige, welche Xk durch Xi ersetzt, kann geometrisch 
als eine Transformation des ganzen Baumes^ nämlich als diejenige 
CoUineation desselben gedeutet werden, welche der Formel 

(3) x: = xjt 

entspricht. Die 120 Collineationen, welche in diesem Sinne den 120 
Vertauschungen der x correspondiren, sind geometrisch augenschein- 
lich dadurch definirt, dass sie alle das der Coordinatenhestimmting zu 
Grunde liegende Pentaeder in sich überführen. Offenbar ist der geometri- 
sche Zusammenhang der jedesmal vereinigten 120 Raumpunkte eben 
der, dass sie alle aus einem derselben vermöge der genannten Colli- 
neationen hervorgehen. 

Ich habe diese Grundbegriffe hier gleich unter Beschränkung auf 
die Gleichungen fünften Grades entwickelt. Inzwischen ist diese Be- 
schränkung durchaus keine wesentliche: eine ganz entsprechende Art 
der geometrischen Deutung ist bei Gleichungen n^^ Grades möglich, 
sofern wir nur den projectiven Raum von (n — 2) Dimensionen zu 
Grunde legen, also bei Gleichungen vierten Grades die Ebene, bei 
Gleichungen dritten Grades die gerade Linie. Wir können dabei sogar 
dem Galois'schen Affect der Gleichungen Rechnung tragen, indem wir 
statt der überhaupt möglichen Vertauschungen der n Wurzeln und 
der ihnen entsprechenden Collineationen nur eine Untergruppe der- 
selben in Betracht ziehen. Wir haben im Folgenden nicht nöthig, 
den Gegenstand gleich unter so allgemeinen Voraussetzungen zu be- 
handeln. Immerhin möchte ich schon hier auf die durchaus ähnliche 
geometrische Deutung aufmerksam machen, welche wir im zweitfol- 
genden Kapitel bei Untersuchung des dort zur Discussion stehenden 
Formenproblems benutzen werden. 

direction [Paris, 1869]. Das Pentaedercoordinatensystem insbesondere ist wohl 
zuerst von Hamilton bei Untersuchung der geometrischen Netze von Möbius, die 
man aus fünf Raumpunkten ableiten kann, gebraucht worden; siehe Hamilton's 
Elements of Quaternions (Dublin, 1866), pag. 57 — 77. 

11* 
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§ 2. Classificatioii der Cnrven und Flächen. 

Bemerken wir nunmehr, dass wir die Curven und Flächen unseres 
Kaumes (oder überhaupt die in ihm gelegenen geometrischen Gebilde) 
nach ihrem Verhalten gegen die 120 Collineationen (3) classificiren 
können. Im Allgemeinen wird eine irreducibele Curve oder Fläche 
durch keine der 120 Operationen in sich übergehen: sie erscheint 
dann als eines von 120 gleichberechtigten Gebilden, deren jedes an 
sich und mit Bezug auf das Coordinatenpentaeder dieselben Eigen- 
schaften besitzt. Aber sie kann auch durch die n Transformationen 
einer bestimmten, in der Gesammtheit der 120 Transformationen enlr 
haltenen Untergruppe g in sich verwandelt werden. Dann ist die 

120 

Anzahl der coordinirten Grebilde nur noch — ; jedes einzelne bleibt 

bei den n Transformationen einer üntei^uppe unverändert, welche 
mit der Gruppe g innerhalb der Gesammtgruppe gleichberechtigt ist. 
Offenbar treten hier genau dieselben Unterscheidungen auf, die wir 
oben, im vierten Kapitel des ersten Abschnitts, als wir von der Theorie 
der Resolventenbildung handelten, kennen gelernt haben. 

Wir wollen diesbezüglich eine bestimmte Terminologie einfuhren. 
Geht ein Gebilde vermöge sämmt lieber 120 Collineationen in sich 
über, so nennen wir es regulär^ halbregulär dagegen, wenn dies nur 
in Bezug auf die 60 Collineationen der Fall ist, welche den geraden 
Vertauschungen der x entsprechen und die wir kurz als die geraden 
Collineationen bezeichnen mögen.* In allen anderen Fällen werden 
wir von irregüJärefi Gebilden sprechen. Die halbregulären Gebilde 
gruppiren sich natürlich paarweise zusammen: denn die Gruppe der 
60 geraden Collineationen ist innerhalb der Gesammtgruppe ausge- 
zeichnet; geht also ein erstes Gebilde durch die 60 geraden Colli- 
neationen in sich über, so auch das andere, welches aus ihm durch 
eine beliebige ungerade Collineation entsteht. 

Die hier bezeichnete Classification wird für die Zwecke der Glei- 
chungstheorie von Wichtigkeit, indem wir jetzt Gleichungen in Be- 
tracht ziehen, welche Parameter enthalten. Wir wollen diese Parameter 
imr so zählen, wie sie die Verhältnisse x^ix^ix^ix^i x^ beeinflussen. 
Haben wir dann eine Gleichung mit einem Parameter, so durchlaufen 
die 1^0 zugehörigen Raumpunkte x bei Veränderlichkeit des Para- 
meters eine Raumcurve, die vermöge der 120 Collineationen in sich 
selbst verwandelt wird, und die wir das Bild der Gleichung nennen 
wollen. Analog erhalten wir als Bild der Gleichung eine Fläche, so- 
bald die Zahl der wesentlichen Parameter zwei beträgt: auch die 
Fläche geht durch die 120 Collineationen in sich selbst über. Offenbar 
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hängt die Frage, ob diese Curve oder Fläche reducibel ist oder nicht, 
auf das Genaueste mit der Grujf>pe der vorgelegten Gleichung fünften 
Grades zusammen. Um die Ideen zu fixiren will ich annehmen, dass 
unsere Parameter rational in die Coefficienten der Gleichung eingehen. 
Zugleich wollen wir auf bloss numerische Irrationalitäten kein Gewicht 
legen; wir werden also beliebige rationale Functionen der Parameter 
als rational bekannt bezeichnen. Dann geht die Galois'sche Gruppe 
der Gleichung [in Uebereinstimmung mit I, 4J in diejenige über, 
welche Hermite bezeichnender Weise als Gruppe der Monodromie be- 
nannt hat*), d. h. in den Inbegriff derjenigen Vertauschungen der 
Wurzeln x, welche entstehen, wenn man die x als algebraische 
Functionen der Parameter betrachtet und nun letztere, von irgend 
welchen Anfangswerthen beginnend, auf beliebigem Wege sich so im 
complexen Gebiete ändern lässt, dass sie schliesslich zu ihren Anfangs- 
werthen zurückkehren. Der Raumpunkt x bewegt sich bei diesem 
Aenderungsprocesse fortwährend auf demselben irreducibelen Bestand- 
theile des der Gleichung entsprechenden geometrischen Bildes, nimmt 
auch auf demselben bei gehöriger Variirung des Weges alle möglichen 
Lagen an. Wir schliessen hieraus, dass der in Rede stehende irreduci- 
hele Bestandtheil dureh genau so viele CoUineationen von de^z 120 über- 
haupt existirenden in sich verwandelt wird, als Vertauschungen der x in 
der Gruppe der Monodromie entJialten sind. Es wird nicht schwer sein, 
diesen •allgemeinen Satz an den besonderen Beispielen, die wir nun 
zur Sprache bringen, zu bestätigen. 

§ 3. Die einfachsten Specialfalle der Gleichungen fünften Grades. 

Mit Rücksicht auf unsere späteren Entwickelungen betrachten wir 
nunmehr die einfachsten Specialfälle der Gleichungen fünften Grades, 
nämlich diejenigen, welche aus (2) entstehen, wenn wir einen 
oder mehrere Coefficienten gleich Null setzen, worauf die übrigen 
Coefficienten (insofern sie die Verhältnisse der Wurzeln x beein- 
flussen) als Parameter zu gelten haben werden. 

Sei zunächst a =«= 0, so haben wir, vermöge (1)**): 

(4) i:x^ = 0, 



*) Comptes Rendus t. 32 (1861): Sur Jes fonctions algebriqties; siehe auch 
(7. Jordan, Tratte des substitutions etc. pag. 227 ff. 

**) Man erinnere sich im Folgenden der Neivton' sehen Formeln, welche die 

GleichuDgscoefficienten mit den Potenzsummen Sv = 2x^ verbinden. Für unsere 
Gleichung (2) werden diese Formeln: 

Sj s= 0, Sjj + 2a = 0, Sg + 3& = 0, s^ + as^ + 4c = 0, etc. etc. 



166 II, 2. Geometrische Interpretation. 

d. h. eine Gleichung, welche eine Fläche zweiter Ordnung vorstellt. 
Eliminiren wir vermöge (1) das x^ und bilden von der linken Seite 
der dann entstehenden Gleichung: 

die Discriminante, so kommen wir auf + 5; ^-Iso einen nicht ver- 
schwindenden Werth. Wir schliessen hieraus , dass unsere Fläche 
zweiten Grades nicht nur nicht zerfällt, sondern auch kein Kegel ist. 
Eben diese, im verabredeten Sinne reguläre Fläche wird in unseren 
ferneren geometrischen Entwickelungen die allerwichtigste Bolle 
spielen. Ich werde sie daher als Hatiptfläche bezeichnen, was damit 
übereinstimmt, dass wir eine Gleichung, die den Relationen (1), (4) 
genügt, schon oben als Hauptgleichung benannt haben. 

Gehen wir zum folgenden Falle: 6 = 0. Indem wir wieder von 
(1) Gebrauch machen, erhalten wir für die entsprechenden x: 

(5) Ux^ = 0. 

Wir werden also zu derjenigen irreducibelen Fläche dritter Ordnung ge- 
führt, welche Clebsch gelegentlich als Diagondlfläche bezeichnet hat*), 
weil sie nämlich die Diagonalen des Coordinatenpentaeders enthält, 
d. h. diejenigen 15 Linien, welche, je in einer der fünf Pentaeder- 
ebenen verlaufend, irgend zwei Gegenecken des in dieser Ebene von 
den anderen Co ordinateneb enen ausgeschnittenen Vierseits verbinden. 
Dementsprechend soll eine Gleichuug mit 6 = im Folgenden als 
Diagonalgleichimg bezeichnet sein. Die allgemeine Brioschi'sche Re- 
solvente, die wir in § 5 des vorigen Kapitels kennen gelernt haben 
[Formel (23)], ist zugleich die allgemeine Diagonalgleichung, ein Um- 
stand, auf den wir noch ausführlicher zurückkommen werden. 

Wir setzen femer gleichzeitig a = 0, 6 = 0. So haben die Re- 
lationen (1), (4), (5) simultan statt, während die Gleichung (2) die 
Bring'sche Form annimmt. Die Bring sehen Gleichungen werden also 
durch die Schnittmrve von Hauptfläche und DiagonalfläcJie repräsenUrt. 
Im Allgemeinen schneiden sich eine Fläche zweiter und eine Fläche 
dritter Ordnung in einer irreducibelen Curve von der sechsten Ordnung 
und dem Geschlechte 4**). Wir werden später zeigen, dass diese 



*) Man sehe den noch öfter zu nennenden Aufsatz : lieber die Anwendung der 
quadratischen Substitution auf die Gleichimgen 5. Grades und die geometrische 
Theorie des ebenen Fünfseits im vierten Bande der Math. Annalen (1871). — 
Die Diagonalfläcbe ist auch sonst in der Theorie der Flächen dritten Grades 
wichtig geworden; man vergl. z. B. meine Arbeit: lieber Flächen dritter Ordnung 
im 6: Bande der Math. Annalen (1873). 

**) Man sehe etwa Salnion- Fiedler' s Analytische Geometrie des Maumes (3. Anfl. 
Teubner, 1880). 
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Eigenschaften auch bei der Bring'schen Curve ungeändert vorhanden 
sind. Die Bring'sche Curve ist also gewiss, ebenso wie Hauptfläche 
und Diagonalfläche, regulär. 

Es folgen die weiteren Fälle, in denen wenigstens einer der Coeffi- 
cienten c, d verschwindet. Wir wollen dieselben hier nicht einzeln 
ausführlich besprechen, indem wir weiterhin gerade auf sie doch 
nicht besonders einzugehen haben. Bemerken wir nur, dass im 
Falle d = ein Zerfallen des räumlichen Bildes in irreguläre Be- 
standtheile statt hat: es sind die fünf Ebenen der Coordinateupen- 
taeders selbst, welche dem Falle d = entsprechen. 

§ 4. Gleichungen fünften Grades, welche beim Ikosaeder auftreten. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung jener Gleichungen fünften 
Grades zurück, die wir im vierten Kapitel des vorigen Abschnitts als 
Resolventen der Ikosaedergleichung aufgestellt haben, und versuchen 
dieselben in die eben gegebenen BegrifiFsbil düngen einzuordnen. Es 
sind Gleichungen mit nur einem wesentlichen Parameter Z (der rechten 
Seite der Ikosaedergleichung), die also geometrisch durch Gurven zu 
deuten sind. Diese Curven zerfallen, wie wir noch specieller nach- 
weisen werden, je in zwei reguläre Bestandtheile. In der That ist 
die Gruppe der Monodromie in allen Fällen durch die 60 Ikosaeder- 
Substitutionen gegeben. 

Beginnen wir etwa zunächst mit der I, 4, § 11 sogenannten 
Resolvente der u: 

(6) 48m^ (1 - Zf — 40^3 (1 - Z) + 15m - 12 = 0. 
Indem wir die Potenzsummen der Wurzeln berechnen, finden wir: 

also 

(7) ^2^ = 2OS4. 

Wir bekommen hiernach als geometriscJies Bild von (6) eine Curve zwölfter 
Ordnung j welelie der Durchschnitt der Diagonalfläche mit der Fläche vierter 
Ordnung (7) ist Nun sage ich, dass diese Curve in zwei halbreguläre 
Bestandtheile von der sechsten Ordnung, deren jeder eine rationale 
Raumcurve vorstellt, zerfällt. In der That sind die Wurzeln Uy von 
(6), von der an sich beliebigen Anordnung abgesehen, den früher ein- 
geführten Oktaederformen : 

(8) t, (0,, 0,) = £3v^^6 + 2e^-0,'02 — 56-0,'0,' 



— hE^^z^z^^ — 2t^''z^z^ + b'^^'z, 



6 
2 
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proportional, wo z^, z^ mit Z durch die Ikosaedergleicliung verbun- 
den sind: 

'^^ 1728 /•» (z, , «2) ~ 



Ist y?' beliebig veränderlich, so auch * • Wir werden also einen Be- 

standtheil • der in Betracht kommenden Raumcurve erhalten, wenn wir, 
unter Einführung eines Proportionalitätsfactors (>, die folgenden Glei- 
chungen schreiben: 

(10) QX^ = U (^1, ^2) 

und nun z^ : Z2 als laufenden Parameter betrachten. Offenbar gibt 
dies eine rationale und also irreducibele Raumcurve der sechsten Ord- 
nung*). Nun sage ich, dass dieselbe lialbregulär ist und also unsere 
Bawncurve zwölfter Ordnung 'neben (10) noch eine ziveite rationale Haum- 
airve sechster Ordnung umfasst, tvelche aus (10) durch eine beliebige un- 
gerade Vertauschung der Xy Iwrvorgeht, 

Zum Beweise zeigen wir zunächst, dass die Curve (10) wirklich die 
geraden Collineationen zulässt. Dies kann wohl nicht anders sein, weil 
die Curve 12. Ordnung bei allen 120 Collineationen ungeändert bleibt und 
12 = 2 • 6 ist, doch wollen wir es direct beweisen. Man lasse zu 
dem Zwecke z^ : z^ von irgend einem Anfangswerthe aus sich derart 
continuirlich ändern, dass es successive alle 60 Werthe annimmt, die 
aus dem erwähnten Anfangswerthe durch die GO Ikosaedersubstitutionen 
entstehen. Dann hat sich der Punkt x — weil es sich durchaus um ste- 
tige Aenderungen handelt — fortwährend auf derselben irreducibelen 
Raumcurve bewegt, zugleich aber haben, wie wir von früher wissen, 
die ty zuletzt alle geraden Permutationen erfahren. Die Curve geht 
also in der That vermöge der geraden Collineationen in sich über. 

Wir beweisen ferner, dass unsere Curve nicht noch weitere 
Collineationen zulassen kann. Wäre dies nämlich der Fall, so würde 
Z [welches der Gleichung (6) zufolge als symmetrische Function der 
Uy dargestellt werden kann] nicht nur in 60, sondern in 120 Punkten 
unserer Curve sechster Ordnung denselben Werth annehmen, während 
doch zu jedem Werthe von Zy der Ikosaedergleichung (9) entsprechend, 
nur 60 Werthe z^ : Z2 gehören. 

Hiermit ist unsere anfangliche Behauptung völlig erwiesen. Wir 
hätten dieselbe offenbar auch in der Weise erhärten können, dass wir 
uns nur der Formeln (9) und (10) bedienten, dagegen die Betrachtung 

*) Die Formeln (10) können nicht etwa eine Curve niederer Ordnung mehr- 
fach zählend vorstellen , weil man z^ : z,^ aus der zugehörigen Xv rational be- 
rechnen kann. 
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der Potenzsummen und der Formel (7) bei Seite liessen. In solcher 
Weise wollen wir jetzt diejenigen Curven besprechen, welche geome- 
trisch der früher sogenannten Hauptresolvente der Ikosaedergleichung zu- 
gehören (I, 4, § 12). Für die Wurzeln Y^ derselben haben wir damals 
eine Definition gegeben, die wir hier unter Einführung eines geeig- 
neten Proportionalitätsfactors q folgendermassen reproduciren können: 

(11) QY,=m'W,i0,,^,)'T(z,,z,) 

-f 12n . tr (zu ^2) • W, (^1, ^2) • /*" (^1; ^2); 
dabei ist ty die angegebene Form sechsten Grades, /' und T sihd die 
gewöhnlichen Ikosaederformen und W^ ist gleich folgendem Ausdrucke: 

(12) F. = - £*V + «"'-^i'^2 — 7«' V-^/ - 7«''^i^^2^ 

Lassen wir jetzt z^ : z^ sich ändern, so durchläuft der Punkt Y ver- 
möge (11) bei wechselnden Werthen von m : n unendlich viele rationale 
Curven 38^' Ordnung, unter denen, für n = 0, eine Curve achter, und, 
für m = 0, eine Curve vierzehnter Ordnung inbegriflfen ist*). Alle 
diese Curven sind halbregulär. Sie werden also je von einer zweiten 
Curve derselben Ordnung begleitet, die sich aus (11) durch eine be- 
liebige ungerade Vertauschung der Yy ergibt. Erst beide Curven 
zusammen, — im Allgemeinen also eine Curve 76^^' Ordnung — , sind 
das geometrische Bild der einzelnen Hauptresolvente. Uebrigens be- 
achte man, dass alle diese Curvmi auf der Hauptfläche gelegen sind. 
Denn es ist ja Z!Y^ bei der Hauptresolvente allgemein gleich Null. 
Die nähere Untersuchung, wie diese Curven auf der Hauptfläche ver- 
laufen, welche Beziehungen sich zwischen ihnen und den geradlinigen 
Erzeugenden der Hauptfläche ergeben etc., wird uns im nächsten Ka- 
pitel noch ausführlich beschäftigen. 

§ 5. Geometrisohe Auffassung der Tschimhaustransformation. 

Um jetzt die Tschimhaustransformation- der Gleichungen fünften 
Grades unserer geometrischen Deutung zugänglich zu machen, wollen 
wir, der Bedingung (1) entsprechend, derzufolge die Wurzelsumme der 
zu betrachtenden Gleichungen immer verschwinden soll, folgende Be- 
zeichnungen einführen: 

/iO\ (1) *i (2) 2 «2 (3) 3 «3 (4) 4 S4 

\±*JJ U/p —' U/p - , U/y —' *A/y - , U/y "— U/y _ , U/y — ^ U/y - , 

(wobei Xy natürlich nur der Gleichförmigkeit halber statt Xy geschrie- 



*) Ich lasse einstweilen unerörtert, ob nicht noch andere Curven der Schaar 
eine Reduction der Ordnung erfahren, wie auch, worin eigentlich, geometrisch zu 
reden, diese Reduction begründet ist. 
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ben ist). Dann ist die allgemeinste Transformation, die wir in Be- 
tracht ziehen wollen, diese: 

(14) 2/v =i> • X? + g. • X? + r . xf + s . x^^, 

unter jp, g, r, s irgend welche, zunächst unbestimmte, Grössen verstanden. 

Wir haben bisher immer nur solche Ausdrücke betrachtet, die 
bei den der jedesmaligen Untersuchung zu Grunde liegenden Vertau- 
schungen oder linearen Transformationen in sich selbst verwandelt 
werden, also, mit Rücksicht auf die Transformationsgruppe, Invarianten 
sind. In entsprechendem Sinne könnte man die Ausdrücke (13) als 
Covarianten der Xv bezeichnen, insofern sich dieselben mit den Xv zu- 
sammen, und in gleicher Weise wie diese, permutiren. Ich will hier 
nicht weiter erläutern, wie man am zweckmässigsten aus dem gegebe- 
nen Punkte X = x^^^ die covarianten Punkte x^^\ ixP'\ x^^^ geometrisch 
construirt. Dagegen möchte ich darauf aufmerksam machen, dass 
vermöge (14) ein beliebiger Punkt y aus den vier Fundamentalpunkten 
^(1)^ /j;(2)^ /j;(3)^ ^(4) genau so mit Hülfe geeigneter Multiplicatoren jp, 
q, r, s zusammengesetzt wird, wie dies allgemein in der projectiven 
Geometrie (seit Mobius barycentrischem Calcul) üblich ist. Die p, 
q, r, s sind also nichts anderes, als neue projective Coordinaten des 
Punktes y, die sich auf Covarianten von x hezieJien, oder, um es noch 
prägnanter im Sinne der modernen Terminologie auszudrücken: der 
Ansatz (14) bedeutet, dass statt des ursprünglichen Coordinatensystems der 
X ein typiscJies Coordinatensystem eingeführt mrd*). 

Bei den Anwendungen der Tschirnhaustransformation handelt es 
sich um die Aufgabe, die p, q, r, s so zu bestimmen, dass .die für die 
y resultirende transformirte Gleichung mit Rücksicht auf die Ver- 
änderlichkeit ihrer Coefficienten irgend welche specielle Eigenschaften 
hat. Das heisst geometrisch: wir sollen den Punkt y zwingen, sich 
nur auf vorgegebenen Flächen oder Curven zu bewegen. Wir werden 
also die Gleichungen dieser Flächen oder Curven, bezogen auf unser 
typisches Coordinatensystem, hinschreiben und zusehen, wie wir irgend 
ein Werthsystem pj g, r, s finden, das diesen Gleichungen genügt. 

Elementare Bemerkungen über die hiermit präcisirte Aufgabe 
haben wir schon in § 2 des vorigen Kapitels gegeben. Des Weiteren 
werden hier die Unterscheidungen von Wichtigkeit, welche soeben in 
§ 3 entwickelt wurden. Denn offenbar genügt es, wenn die Gesammt- 
fläche oder -Curve, die in Betracht kommt, reducibel ist^ nur die Glei- 
chung eines einzelnen irreducibelen Bestandtheils der Fläche oder Curve 
anzuschreiben. Sei m die Zahl derjenigen unter den 120 Collineationen, 

*) Vergl. Clebsch, Theorie der binären algebraischen Formen, pag. SOG ff. 
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bei denen der in Rede stehende Bestandtheil in sich selbst transfor- 
mirt wird, so werden die Coefficienten derjenigen Gleichungen, die 
wir zur Darstellung dieses Bestandtheils in unserm neuen Coordina- 

tensysteme verwenden, in der Weise von den x^v , x^ etc. abhängen, 
dass sie bei den in Rede stehenden m Vertauschungen der x^ und 
nur bei ihnen unge'ändert bleiben. Die Coefficienten werden also 
nur dann symmetrische Functionen der Xy sein, wenn man es mit 
regulären Gebilden zu thun hat, zweiwerthige Functionen (die nach 
Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante rational werden), 
wenn halbreguläre Gebilde in Betracht kommen etc. 

Es geht hieraus hervor, dass bei Auflösung der Gleichungen 
fünften Grades die TschimhatistransformaHon nur dann von Nutzen sein 
Jcann, wenn reguläre oder halbreguläre Gebilde vorgegeben werden. Denn 
wollten wir irreguläre Gebilde heranziehen, so müssten wir von vorne- 
herein, nur um deren typische Gleichungen zu bilden, solche Functionen 
der iCy adjungiren, dass ein eigentliches, über ganz elementare Anfor- 
derungen hinausgehendes Auflösungsproblem nicht mehr übrig bliebe. 
Hier kommt also der gewissermassen zuföllige Umstand zur Geltung, 
dass die Gruppe der 60 geraden Vertauschungen von fünf Dingen 
einfach ist und daher bei jeder weitergehenden Adjunction ihre wesent- 
lichsten Eigenschaften verliert. 

§ 6. Specielle Anwendungen der Tsohirnhaustransformation. 

Sollen wir auf einer vorgegebenen Fläche oder Curve n*®' Ord- 
nung einen Punkt bestimmen, so ist jedenfalls das nächstliegende 
Verfahren, bei dem dann eine Hülfsgieichung n^^ Grades benöthigt 
wird, dass wir die Fläche mit einer uns bekannten .Geraden^ die Curve 
mit einer Ebene schneiden. Für die Tschirnhaustransformation, wie 
sie durch (14) gegeben ist, liefert dies den folgenden allgemeinen An- 
satz. Wir nehmen zwei oder auch drei Reihen bekannter Grössen:. 

il? Vi; -^1» ^17 ^2? ^2? -^J ^27 -^3? X3? -^^3? ^^3 

imd setzen nun entweder: 

(15) P = 9x^1 + 92^27 Q = 9lQl + Q2Q27 ^=9lJ^l + 92^2; 

oder entsprechend: 

(16) p = 9iPi + P2P2 + 93P3 etc. 

Tragen wir dann diese Werthe in die Gleichung der Fläche bez. die 

Gleichungen der Curve ein, so erhalten wir für q^ : ^g eine Gleichung 

oder auch für Qi'- Q2' Qs ^^^ Gleichungssystem der n*®" Ordnung; jede 

Wurzel dieser Gleichung, beziehungsweise dieses Gleichungssystems 

gibt uns eine Tschimhaustransformation der gewünschten Beschaffen- 
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heit. Die Irrationalität, welche solchergestalt zur HerBtellung der 
Tranaformation benötliigt wird, ist offenbar im Allgemeinen eine 
accesstmscJee. Denn es ist von vorneherein kein Grund vorbanden, 
weshalb die Trennung der n Schnittpunkte einer beliebigen Geraden 
mit der Fläche, oder einer Ebene mit einer Curve, mit der Unterschei- 
dung der Collineationen etwas siu thuii haben sollte, welche diese 
Fläche oder Curve in sich selbst verwandeln. 

Es braucht kaum gesagt zu werden, daas das allgemeine solcher- 
gestalt geschilderte Verfahren, praktisch zu reden, nicht weit reicht. 
Wollten wir die verschiedenen in § 3, 4 aufgezählten SpecialKlle von 
Gleichungen fünften Grades vermöge desselben behandeln, so würden wir 
schon nach den ersten beiden Fällen zu Hülfsgieichungen von höherem 
als fünften Grade geführt werden. Wir iCoUen unser allgemeines VerfaJircn 
in der Folge datier nur hemüzcn, oder lenuizt denJ^en, um die allgemeimi 
Gldehung fünften Graden in eine Hauptgleicfmng zu verwandeln. In der 
That werden wir später (im fünften Kapitel) den Nachweis erbringen, 
dass in diesem besonderen Falle das allgemeine Verfahren nicht ver- 
bessert werden kann, iudeni es auf keine Weise möglich ist, die 
accessorische Quadratwurzel, welche durch unser Verfahren eingeführt 
wird, zu vermeiden. Dagegen wird es uns in allen anderen Fällen 
gelingen, relativ einfachere Methoden zur Herstellung der Transfor- 
mation zu finden. Zum Theil wurden diese Methoden bereits in den 
Ent Wickelungen des vorangehenden Kapitels berührt; wir fügen hier 
noch einige ergänzende Bemerkungen hinzu. 

Zunächst, was die Un'jw/'sche Transformation betrifft, so sagten 
wir bereits, dass es gelinge, statt des ursprünglich in Betracht kom- 
menden Gleichungs Systems vom sechsten Grade eine Aufeinanderfolge 
von quadratischen Gleichungen und einer cubischen Gleichung zu sub- 
stituireu. Wir können dies jetzt, im Anschlüsse an unsere geometri- 
schen VorstellungsweiBen, sehr viel präciser ausdrücken. Die Theorie 
gliedert sich des Näheren folgend er massen. Wir verwandeln die all- 
gemeine Gleichung fönften Grades zuvörderst in der eben besprochenen 
Weise in eine Hauptgleichuug (wobei wir eine erste Quadratwurzel, 
■ eine accessorische Quadratwurzel, gebrauchen). Da«» aber 
ietrisch zu reden, die TItatsackc in ihr Beeht, dass durch jeden 
MmjßtfläiM zviei geradlinige Erzeugende d^selben laufen, 
' Brin^schen Curve mir noch in drei Funkten h^egnei. 
um vom beliebigen Punkte der HauptÖäche zu 
9 Bringschen Curve zu gelangen, zuerst noch einmal 
([wunti'l 1,'i'biaLachen, um die beiden durch den Piinlct 
1 '11 tremieu, und dann in der That mit einer 
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Gleichung dritten Grades reichen, welche die Schnittpunkte der aus- 
gewählten Erzeugenden mit der Bring'schen Curve bestimmt. Es 
wurde bereits gesagt, dass wir später [und zwar in dem hier folgen- 
den dritten Kapitel] für alle von der Bring'schen Theorie geforderten 
Schritte explicite Formeln aufstellen werden. Bemerken wir also hier 
nur noch, was bei der Darlegung der Theorie zumeist übergangen 
wird, ddss die zweite Qitadratumrzel (welche die beiden Erzeugenden 
der Hauptfläche trennt) keine aecessorische ist, sondern mit der Quadrat 
imirzel aus der Discriminante der Gleichung fünften Grades zusammen- 
fällt. Die Irrationalität, welche durch die cubische Hülfsgieichung 
eingeführt wird, ist dagegen wieder eine aecessorische, auch ist die 
cubische Gleichung im Galois'schen Sinne allgemein, d. h. eine solche 
mit einer Gruppe von 6 Vertauschungen. 

Wir besprechen ferner die von Brioschi aufgestellten Gleichungen 
fünften Grades, die sich an die Jacobi'schen Gleichungen sechsten 
Grades anschliessen. Durch die Existenz der Kronecker'schen Resol- 
vente ist eine Methode indicirt, wie wir bereits bemerkten, um die 
allgemeinen Gleichungen fünften Grades in diese speciellen durch 
Transformation zu verwandeln. In erster Linie handelt es sich dabei 
um die DiagonalgleicJiung fünften Grades: unser früherer Bericht zeigt, 
dass nur die Quadratwurzel aus der Discriminante, also keinerlei 
aecessorische Irrationalität benöthigt wird, um die allgemeine Glei- 
chung fünften Grades in eine Diagonalgleichung zu verwandeln. Nehmen 
wir eine aecessorische Quadratwurzel hinzu, so können wir erreichen, 
dass in der Kronecker'schen Resolvente -4 = wird. Die zugehörige 
Diagonalgleichung fällt dann im Wesentlichen mit der Gleichung der u 
zusammen, die wir soeben in § 4 betrachteten. Die Curve der u war 
von der zwölften Ordnung, beziehungsweise zerfiel in zwei halbreguläre 
Curven von der sechsten Ordnung. Unser allgemeiner Ansatz würde 
also bei ihr auch nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discri- 
minante immer noch zu einer Hülfsgieichung sechsten Grades führen. 
Trotzdem reicht man, wie gerade gesagt wurde, mit einer einzigen 
hinzutretenden Quadratwurzel aus. 

§ 7. Geometrisches über Besolventenbildiing. 

Die algebraischen Principien der Resolventenbildung sind für be- 
liebige algebraische Gleichungen bereits in I, 4 ausführlich erläutert 
worden. Ihre Specification für Gleichungen fünften Grades erfordert 
an sich keine weiteren Zusätze. Wenn wir hier auf dieselben zurück- 
kommen, so geschieht es, um unseren damaligen Betrachtungen eine 
neue Wendung zu geben. 
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Verabreden wir zunächst, dass wir allein solche rationale Functionen 
der x: 

(P (X^y X^j X^y X^y X^ 

als Wurzeln von Resolventen einführen wollen, die in den x homogen 
sind: multipliciren wir dann alle x mit demselben Factor X (wobei der 
Bildpunkt, den wir x nennen, ungeändert bleibt), so erweisen sich die 
Verhältnisse jener Werthe: 

welche (p bei unseren Vertauschungen annimmt, ebenfalls invariant 
und wir können also die Resolventenbildung, indem wir die fp als 
homogene Coordinaten deuten, in geometrischer Weise interpretiren. 
Es ist dies eine Beschränkung, die wir nur zu Gunsten der geome- 
trischen Interpretation machen; eine tiefer gehende Bedeutung hat sie 
nicht, und kann hinterher immer fallen gelassen werden. 

Den Grundsätzen der analytischen Geometrie entsprechend bieten 
sich jetzt für die Interpretation von vorneherein zwei Möglichkeiten: 
entweder wir betrachten die Einführung der (p als blosse Umänderung 
des Coordinatensystems oder, im Flücker' sehen Sinne, als Wedisel des 
Baumelements. Im ersteren Falle erscheinen die 9) direct als homogene, 
im allgemeinen krummlinige, Punktcoordinaten, zwischen denen noth- 
wendig (n — 4) Identitäten bestehen. Im zweiten Falle sind uns 
die q) zuvörderst selbständige Grössen, welche wir als Coordinaten 
irgend eines geometrischen Gebildes deuten; die Auswahl dieses Ge- 
bildes muss nur in solcher Weise erfolgen, dass die Coordinaten des- 
selben bei Eintritt der 120 oder 60 von uns zu betrachtenden Raum- 
coUineationen genau dieselben Permutationen erfahren, wie sie die q) 
als Functionen der x erleiden. Indem wir sodann die q) den betreffenden 
Functionen der x gleich setzen, ordnen wir ein derartiges Gebilde dem 
Punkte X in covarianter Weise m. Die Auflösung der Gleichung fünften 
Grades durch Resolventenbildung läuft also darauf hinaus, statt des 
Punktes x zunächst ein anderes, ihm covariantes Gebilde zu suchen 
und dann von diesem auf den Punkt x den Rückschluss zu machen. 

Wir werden im Folgenden zumeist an der zweiten, tiefer greifenden 
Deutung der Resolventenbildung festhalten, und zwar so sehr, dass 
wir dieselbe geradezu zum Ausgangspunkte unserer ferneren Betrach- 
tung wählen wollen. Die einfachsten räumlichen Gebilde sind nach 
den Anschauungsweisen der projectiven Geometrie Punkt, Ebene, ge- 
rade Linie: wir können der Reihe nach die Resolventen betrachten, 
welche entstehen, wenn wir gerade diese Gebilde unter Benutzung 
möglich einfacher Coordinatenbestimmung zu Grunde legen. 
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Die Betrachtung covarianter, auf das ursprüngliche Pentaeder be- 
logener Punkte liefert natürlich nichts Neues, sondern führt zu der 
bereits erledigten Tschirnhaustransformation zurück. Wir haben dabei 
nur die p, g, r, s als Invarianten der x einzufuhren, d. h. als symme- 
trische Functionen derselben, oder doch als solche Functionen, die bei 
den 60 geraden Vertauschungen uugeändert bleiben. Ebensowenig 
fordert die Benutzung covarianter Ebenen. Betrachten wir nämlich 
als Coordinaten der Ebene, wie es natürlich ist, die Coefficienten u 
ihrer Gleichung: 

(17) UqXq -f- WiO?! + U2X2 + WgiCg + u^x^^ = 0, 

wobei wir uns diese Gleichung mit Hülfe von Z!x = in der Weise 
normirt denken, dass immer auch Z!u = ist, so gehört zu jeder Ebene 
ein covarianter Punkt mit genau denselben Coordinaten, Es ist dies ihr 
Pol in Bezug auf die Hauptfläche Sx^ =» 0. In der That, sind 
Xq ' ' ' xl die Coordinaten des Pols (wobei Hx' = 0), so lautet die 
Gleichung der Polarebene, wie man sofort findet: 

(loj Xq Xq -|- Xj^ Xl -p X2 X2 -j" Xq Xq -j- X^ X^ = U 

und ist also mit (17) identisch, sobald wir die einzelnen u den x' 
gleichsetzen. Hiernach können immer dieselben fünf Grössen ebensowohl 
als Punkt- wie als Ebenen-Coordinaten betrachtet werden, und eine ge- 
sonderte Betrachtung der Ebene als Raumelement ist ohne Bedeutung. 
Es bleiben somit als einfachste Resolventen, die wir in Betracht 
ziehen können, diejenigen übrig, welche eine mm Punkte x covariante 
Gerade zu Grunde legen. Ehe ich hierauf genauer eingehe, werde 
ich betreffs der Liniencoordinaten im Räume und überhaupt der Prin- 
cipien der Liniengeometrie einige Vorbemerkungen machen*), einmal, 
weil diese Dinge ausserhalb der specifisch geometrischen Kreise immer 
noch wenig bekannt sein dürften, dann auch, weil wir statt des ge- 
wöhnlichen Coordinatentetraeders ein Pentaeder betrachten müssen. 

§ 8. Ueber Liniencoordinaten im Räume. 

Das eigentliche Princip der Liniencoordinaten im Räume, welches 
wir ebensowohl beim Gebrauche des Coordinatenpentaeders wie bei 
dem des Tetraeders festhalten können, ist bereits 1844 von Grassmann 
in der ersten Auflage seiner Ausdehnungslehre (Leipzig, Wigand**) 
gegeben worden. Es seien X, Y zwei Punkte der Geraden-, dann 



*) Man sehe Plücker's: Neice Geometrie des Raumes, gegründet auf die Be- 
trachtung der geraden Linie als Baumelement (Leipzig 1868, G9), sowie die neuen 
Auflagen von Salmon- Fi edler' s analytischer Geometrie des Raumes. 
**) Neu abgedruckt 1878. 
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betrachtet man als homogene Liniencoo7'dinate)i sämmtlicJie zweigliedrige 
Determinanten, die sieh aus den Coordinaten dieser Punkte zmammen- 
setzen lassen. 

Legen wir zunächst, um bei der gebräuchlichen Darstellung zu 
bleiben, ein Coordinatentetraeder zu Grunde. Wir bezeichnen dann 
die Coordinaten von X, Y folgendermassen: 

-^17 -^2; ^3; -^4? ^17 ^2; ^Z7 ^4> 

setzen: 

(19) pa=XiY, — Y,X, 

und haben zuvörderst: 

(20) Pik = — Pki , 

wodurch die zwölf verschiedenen pik, die es gibt, auf sechs linear 
unabhängige zurückgebracht werden, für welche wir etwa folgende 
auswählen wollen: 

(21) i>i2; JPiS; Puj JP34; i>42; 2>23- 

Zwischen diesen besteht dann noch die leicht zu erweisende Identität: 

(22) P = JP12P34 + i>i3i>42 + PuP23 = 0. 

Zwei Linien p, p' schneiden sich, wenn eine bilineare Relation 
zwischen ihren Coordinaten statthat, die man kurzweg folgendermassen 
bezeichnen kann: 

(23) S^,« • ^ = 0; 

die Summation hat sich dabei über die sechs Combinationen (21) zu 
erstrecken. Offenbar ist dies keineswegs die allgemeine lineare Glei- 
chung für die jPu-, denn auch die p\k sind einer Identität von- der 
Form (22) unterworfen. Indem wir unter aik beliebige Grössen ver- 
stehen und an der Tabelle (21) festhalten, wollen wir die in Rede 
stehende allgemeine Gleichung in folgender Form schreiben 

(24) Sa..* • ^ = 0. 

Die Gesammtheit der geraden Linien, welche eine solche Gleichung 
befriedigen, ist das, was Flücker einen linearen Complex genannt, übri- 
gens Mobius bereits 1833 in ausführlicher Weise discutirt hat*). Mit 
den geometrischen Eigenschaften des linearen Complexes werden wir 
uns hier nicht weiter beschäftigen. Wir wollen nur noch verabreden, 
dass wir die Coefficienten a/* als Coordinaten des linearen Complexes 

*) Crelle's Journal Bd. X: lieber eine besondere Art dualer Verhältnisse zwi- 
^seilen Figuren im Baume, 
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bezeichnen werden, wobei wir gelegentlich, der Formel (20) entspre- 

chend, neben den aut auch noch ajti einführen mögen: 

(25) aa = — a*.-. 

Ist 

(26) (^12^24. + Öti3«42 + «14«23 = 0, 

SO können wir die a,* durch die pik der Formel (23) ersetzen, der 
Complex ist dann ein specieller und besteht, wie ersichtlich, aus allen 
Geraden, welche die feste Gerade jp' schneiden. Fügen wir zwei spe- 
cielle Complexe jp', p'' additiv zusammen, bilden also 

so haben wir, von besonderen Fällen abgesehen, einen allgemeinen 
Complex. Jeder allgemeine Complex kann erhalten werden, wenn tvir 
sechs vorgegebene spedelle Gompleoce mit Hülfe geeigneter Multiplicatoren 
msammenaddiren. Es müssen die speciellen Complexe nur linear un- 
abhängig sein, d. h. sie dürfen mit ihren Coordinaten nicht sämmt- 
lich dieselbe lineare homogene Gleichung befriedigen. In diesem 
Sinne brauchbar sind insbesondere solche sechs gerade Linien, welche 
die Kanten eines Tetraeders bilden. 

So viel über die gewöhnlichen Begriffsbestimmungen der Linien- 
geometrie. Ersetzen wir jetzt das Coordinatentetraeder durch ein 
Pentaeder, so ist die einzige Modification diese, dass die Zahl der 
Coordinaten vermehrt erscheint, dafür aber neue Bedingungsgleichungen 
hinzutreten. Was zunächst die Punktcoordinaten angeht, so haben 
wir für X, Z jetzt in früherer. Weise: 

Xq, Aj, Ag, A3, X^; 1^, jfj, Jfg? ^3) ^4 
mit HX = 0, 2JY=0. Dann aber haben wir zwanzig Determinanten: 

(27) pn=XiYk-YiXk 
zu unterscheiden. Natürlich ist wiederum: 

(28) Pik = '-Pki, 
überdies aber, wie ersichtlich: 

(29) ^Pik = 0, oder auch ^pik = 0, 

t k 

WO die Summe über diejenigen vier Werthe von i, resp. h zu er- 
strecken ist, die von dem jedesmaligen Ä, bez. i verschieden sind. 
Daneben besteht dann noch die quadratische Relation (22) nebst den 
anderen, die aus ihr durch (28), (29) hervorgehen. Wiederum können 
wir auch von Coordinaten des linearen Complexes reden. Es sind zwanzig 
Grössen a,*, die ebenfalls den linearen Relationen (28), (29) genügen, 
sonst aber unbeschränkt veränderlich sind. Was über die Zusammen- 
setzung allgemeiner linearer Complexe aus speciellen Complexen ge- 
sagt wurde, behält ungeändert seine Gültigkeit. Alle diese Dinge sind 

Klein, Gleichangen 5. Grades. 12 
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so einfach, dass wir ihre vorläufige Betrachtung hiermit bereits ab- 
brechen können. 

§ 9. Eine Resolvente zwanzigsten Grades der Gleichungen fünften 

Grades. 

Kehren wir nunmehr zu den Betrachtungen des § 7 zurück. Wir 
wollten diejenigen Gleichungen betrachten, von denen die Pentaeder- 
coordinaten einer Raumgeraden abhängen. OflFenbar können wir statt 
dieser Gleichungen auch gleich die allgemeineren in Betracht ziehen, 
durch welche die Coordinaten eines beliebigen linearen Complexes 
bestimmt werden. Wir getvinnen so überhaupt Gleichungen zwanzigsten 
Grades, deren Wurzeln aik den Formeln (28), (29) entsprechend durch 
folgende lineare Belationen verbunden sind: 

(30) aik = — aki, Sa,jfc = 0, Sa,* = 0. 

i k 

Eine gewisse Aehnlichkeit dieser Gleichungen mit den Jacobi'schen 
Gleichungen sechsten Grades (sofern wir letztere, wie Hr. Kronecker 
es thut, als Gleichungen zwölften Grades für die "|/T auffassen) ist 
von vorneherein unverkennbar; wir werden später (im fünften Kapitel) 
den engen Zusammenhang kennen lernen, der in dieser Hinsicht that- 
sächlich statthat. 

Jetzt handelt es sich darum, die Grössen a,* gleich geeigneten 
Functionen der x zu setzen und also unsere Gleichungen zwanzigsten 
Grades in Resolventen der Gleichung fünften Grades zu verwandeln. 
Es gilt, wie wir es in § 7 ausdrückten, den linearen Complex (mit 
den Coordinaten a,*) dem Punkte x covariant zuzuordnen. Wir er^ 
reichen dies in einfacher Weise, wenn wir an § 5 anknüpfen. Wir 
haben dort als einfachste covariante Punkte des Punktes x die af^^^y 
x^^\ x^^\ x^^^ construirt: wir werden die einfachsten co Varianten geraden 
Linien erhalten, wenn wir die Verbindungsgeraden dieser Punkte in 
Betracht ziehen. Die Coordinaten jp,* dieser Linien: 

(31) |)|.'^"» = x^px^^^ — x^r'^x^^ 

sind linear unabhängig, denn es handelt sich ja um die sechs Kanten eines 
Tetraeders. Daher werden wir die allgemeinsten Werthe der a,* erhalten, 
wenn wir diese pik rnit Hülfe geeigneter Multiplicatoren msammen fügen: 

(32) aa = Sc'' -.!>;•'" 

Hier sind die c*'*", je nachdem wir alle Vertauschungen der x 
oder nur die geraden Vertauschungen derselben in Betracht ziehen 
wollen, als symmetrische oder als zweiwerthige Functionen der x ein- 
zuführen, übrigens aber wieder so zu wählen, dass dem Gesetze der 
Homogeneität, das wir uns auferlegten, genügt wird. 
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§ 10. Zur Theorie der Flächen zweiten Grades. 

Ich schliesse das gegenwärtige Kapitel mit einigen Erläuterungen 
über die Parameterstellung der geradlinigen Erzeugenden auf Flächen 
zweiten Grades. Die betreffenden Parameter sind linear gebrochene 
Functionen der projectiven Punktcoordinaten*). Man erhält sie am ein- 
fachsten, weBn man die Gleichung der Fläche (was auf unendlich 
viele Weisen möglich ist) auf folgende Form bringt: 

(33) ZiZ, + Z,Z3 = 0. 

Setzen wir dann einmal, in üebereinstimmung mit dieser Gleichung: 

(34) _^_^ = A, 

das andere Mal: a 

(35) |- = -f -;> 

SO bleibt X constant, wenn wir uns auf einer Erzeugenden der einen 
Art bewegen, welche die erste heissen soll, ft aber, wenn wir auf einer 
Erzeugenden zweiter Art fortschreiten. Daher sind A, ft zwei Zahlen, 
welche für die einzelne Erzeugende erster oder zweiter Art charakte- 
ristisch sind, d. h. es sind Parameter, welche zur Bezeichnung der 
Erzeugenden verwendet werden können. Dabei beachte man, dass 
jede der Formeln (34), (35) zwei Gleichungen in sich begreift. Wir 
dürfen daher, ohne die Bedeutung der A, fc zu ändern, die Definition 
derselben noch etwas verallgemeinern. Für X z. B. können wir schrei- 
ben, indem wir die beiden Gleichungen (34) mit Hülfe beliebiger 
Grössen (>, o zusammenziehen: 

— 9^1 + ff^s 



(36) ^=+,X,+cX, 

Wir erreichen dadurch, dass Zähler und Nenner von k gemeinsam für 

eine beliebig vorzugebende Erzeugende zweiter Art: 

a 

verschwinden. Die solchergestalt bevorzugte Erzeugende soll die bei 
Einführung von X zu Grunde gelegte genannt werden. 

Wir wollen nun zunächst das Verhalten der A, ft bei solchen 
RaumcoUineationen, die unsere Fläche in sich selbst überführen, be- 
achten*^). Die in Bede stehenden Gollineationen spalten sich bekann- 
termassen nach ihrem Verhalten gegen die Erzeugenden der Fläche in 

*) Die Einführung dieser Parameter ist, geometrisch zu reden, ein Aequi- 
valent fär die projective Erzeugung der beiden auf der Fläche verlaufenden Begel- 
schaaren, wie sie beispielsweise Steiner seinen Betrachtungen zu Grunde legt. 

**) Man vergl. etwa Bd. 9 der Mathem. Annalen (1875), pag. 188 ff. Die im 
Texte angeführten Sätze werden auch sonst bei modernen Untersuchungen immer 
wieder gebraucht; ein genauer Nachweis würde hier zu weit führen. 

12* 
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zwei Arten: entweder, sie führen jedes der beiden Erzeugendmsysteme in 
sich seihst über, oder sie vertauschen die beiden Systeme. Im ersteren 
Falle entspricht jeder Erzeugenden l vermöge der vorausgesetzten 
CoUineation eine und nur eine Erzeugende A' und umgekehrt, ebenso 
jedem ft ein fi\ Daher hat man nach functionentheoretischen Grund- 
Sätzen einer solchen CoUineation entsiprechend nothwendi^ Formeln der 
folgenden Gestalt: 

Im anderen Falle wird analog A' eine lineare Function von ft, ft' 
eine solche von A sein. — Ich verweile nicht dabei, zu zeigen, dass 
man digse Sätze auch umkehren kann, dass man also eine zugehörige 
Raumcollineation erhält, wenn man die Formeln (37) [oder die ent- 
sprechenden, in denen A, ft vertauscht sind] ganz beliebig hinschreibt. 
Wir bemerken ferner, dass die A, ft eine Coordinatenbestimmung 
für die Punlcte auf unserer Fläche ergeben*). In der That schneiden 
sich ja in jedem Punkte eine Erzeugende erster und eine Erzeugende 
zweiter Art, deren A, ^ wir auf den Punkt übertragen können. Es 
ist dabei zweckmässig, homogen machend A durch A^ : Ag, ft durch 
fti : fig zu ersetzen. Eine algebraische Gleichung: 

(38) /(Ai, A^; fti, ft2) = 0, 

homogen vom Grade l in den A^, Ag, vom Grade m in der ft^, fi2 
stellt dann eine auf der Fläche verlaufende Curve von der (l + m)^"^ 
Ordnung dar, welche m-mal jede Erzeugende erster Art, Z-mal jede 
Erzeugende zweiter Art schneidet. Wir können (34), (35) jetzt in 
folgender Weise zusammenfassen: 

(39) Xi : X2 : Xg : X4 = l^fi^ : — X^l^i ' ^ii^2' ^2^*2- 

Indem wir diese Werthe der X in die Gleichung einer Fläche 
w*®' Ordnung eintragen: 

(40) FiX„X„X„X,)==0, 

erkennen wir, dass unsere Fläche zweiten Grades von (40) in einer 
Curve geschnitten wird, die, in der Form (38) geschrieben, sowohl in 
den A als in den fi den n^^ Grad darbietet. Umgekehrt wird durch 
Benutzung der Formeln (39) auch jede Curve (38), die gleichen 
Grades in den A, ft ist, als vollständiger Schnitt der Fläche zweiten 
Grades mit einer zutretenden Fläche (40) dargestellt werden können**). 

*) Man sehe Flacker in Crelle'a Journal t. 36 (1847). Die Discussion der 
Curven (38) wurde in systematischer Weise fast gleichzeitig von Hrn. Cayley 
und von Chasles aufgenommen (1861, siehe Fhilosophical Magazine, Bd. 22, sowie 
Comptes Rendus, Bd. 53). 

'^*) Wenn ich hier eine Bemerkung zufügen darf, die in den Zusammenhang 
des Textes zwar nicht unmittelbar hinein gehört, dafür aber auf die Entwicke- 
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Wir bestimmen endlich, unter Beibehaltung des in (33) zu Grunde 
gelegten Tetraeders, die Liniencoordinaten pik der Erzeugenden A, fi. 
Setzen wir in (39) einmal fi^ = 0, das andere Mal ^^ "== 0, so erhalten 
wir für zwei auf der Erzeugenden A gelegene Punkte: 

resp. Fl : Fg • ^8 • ?4 = ^1 • — ^2 • -0. 

Daher berechnen wir nach (19) für die zugehörigen pik die folgenden 

Verhältnisswerthe : 

(41) P12 = 0, Pis = ^i'y Pu = ^1^7 Pm = 0, 1>42 = ^2', JP23 = — KK 
Analog kommt für die Erzeugende ft: 

(42) JP12 = — fti^, JP13 = 0, JP14 = ^^ik^, JP34 = ft/, JP42 = 0, P23 = f*if*2- 
Wir nehmen jetzt an, dass die Gleichung eines linearen Complexes 
hinzutritt, die folgendermassen lautet: 

Indem wir in dieselbe die Ausdrücke (41), (42) eintragen, erhalten 
wir die folgenden beiden quadratischen Gleichungen: 

(43) Ä,,x,' + (^23 - A,) KK + A^h' = 0, 

(44) — ^^fi^^ + (^23 + ^14) /^lf*2 + A2i^' = 0. 

Daher: 

Im Allgemeinen gehören einem linearen Complexe zwei und nur zwei 
Erzeugende jedes Systems an. 

Es kann aber auch sein, dass die eine oder andere dieser Glei- 
chungen identisch verschwindet. Dies gibt bez. drei lineare Bedingungen 
für die Aay so dass noch drei derselben willkürlich bleiben. Hieraus: 

Die Erzeugenden erster und zweiter Art unserer Fläche gehören je 
einer dreigliedrigen linearen Scharr linearer Complexe an*). 
Ich unterlasse es, die Gleichungen dieser Schaaren noch besonders 
herzusetzen. 



lungen des ersten Abschnitts zurückgreift, so ist es diese, dass die Biemann'sche 
Deutung von x -^ iy auf der Kugel als specieller Fall der im Texte besprochenen 
Coordinatenbestimmung X, (i aufgefasst werden kann. Weil nämlich sämmtliche 
geradlinige Erzeugende der Kugel imaginär sind^ schneiden sich in jedem reellen 
Punkte derselben zwei conjugirt imaginäre Erzeugende. Führen wir jetzt die X, fi 
in geeigneter Weise ein und nennen das X, welches zu einem reellen Eugelpunkte 
gehört, X + *y» so wird das entsprechende fi gleich x — iy sein. Zur Fixirung 
des reellen Punktes genügt es also^ nur den einen Werth x -\- iy anzugehen, und 
eben dieses ist, wie ich hier nicht weiter ausführen kann, die Riemann^sche Me- 
thode. Vergl. Math. Annalen Bd. IX, pag. 189 (1875). 

*) Vergl. durchweg: Flacker' s neue Geometrie des Baumes etc. 



Kapitel IH. 
Die Hanptgleiehnngen vom fünften Grade. 

§ 1. Bezeiohnungen, der fandamentale Ansatz. 

Das neue Kapitel, welches wir nunmehr beginnen, soll in jeder 
Beziehung den Mittelpunkt unserer Entwickelungen abgeben. Wir 
handeln von den Hauptgleichungen fünften Grades und ihren einfachen 
Beziehungen zum Ikosaeder. Dabei entlehnen wir dem Früheren, ins- 
besondere der Bring'schen Transformation, den einen Grundgedanken: 
die geradlinigen Erzeugenden der Hatiptfläche zu ietrachten. Ich bezeichne 
dabei, wie damals, die Hauptgleichung fünften Grades folgendermassen: 

(1) y' + 5ay^ + 5ßy + y = 0, 

wo die Factoren 5 bei a, /3 aus Zweckmässigkeitsgründen zugefügt 
sind. Auch will ich von vorneherein den Werth der Discriminante 
mittheilen. Indem man die etwas lauge Formel benutzt, welche man 
vielfach für die Discriminante der allgemeinen Gleichung fünften 
Grades angegeben findet*), hat man bei (1):^ 

(2) J7(y,-y*)«« 3125 V«, 

WO V* zur Abkürzung für folgenden Ausdruck gesetzt ist: 

(3) V« = lOSa^y — 136a^ß^ + OOa^/S/ — 320aß^y + 256/3^ + y\ 

Wir knüpfen nun gleich an die soeben (im Schlussparagraphen 

des vorigen Kapitels) gegebenen Entwickelungen an, indem wir uns 

die zweierlei Erzeugenden der Hauptfläche durch Parameter A, (i be- 
zeichnet denken. Es seien 

(4) »Ol Vu y%y Vsf Va 

die Wurzeln von (1) in bestimmter Reihenfolge. Wir denken uns 
dann diejenigen 60 Erzeugenden l und 60 Erzeugenden [i construirt, 
welche einen der 60 Punkte der Hauptfläche enthalten, deren Coordi- 
naten aus (4) durch eine gerade Yertauschung der y hervorgehen. 
Die A, fi sind, wie wir wissen, linear gebrochene Functionen der y, 

*) Vergl. z. B. Faä di Brtmo, bearbeitet von Walter, Einleitung in die 
Theorie der binären Formen (Leipzig 1881), pag. 317. 
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die 60 in Rede stehenden Werthe von A oder fi hängen also von 
einer Gleichung 60**° Grades ab, die eine rationale Besolvente unserer 
Hauptgleichung ist und deren Coefficienten dementsprechend rationale 
Functionen der a, /3, y, V sind. Nun behaupte ich — und damit 
haben wir den eigentlichen Ansatz zu unseren weiteren Entwicke- 
lungen — , dass unsere Besolventen 60*®*^ Grades hei geschickter Einführung 
der ky fi nothwendig ITcosaedergleichungen sind, also ohne Weiteres folgen- 
dermctösen geschrieben werden können: 

^"'^ 1728 P (l) ~ ^1' 1728 /•* (fi) ~ ^2> 

WO allein Z^j Z^ von den a, /3, y, V abhängen. 

Der Beweis bietet sich auf Grund unserer früheren Angaben un- 
mittelbar. Wir haben die ßaumcollineationen, welche eine Fläche 
zweiten Grades in sich selbst transformiren, soeben in zwei Arten getheilt, 
je nachdem dieselben das einzelne Erzeugendensystem der Fläche in 
sich verwandeln oder mit dem anderen Erzeugendensysteme vertau- 
schen. Nun geht die Hauptfläche zweiten Grades bei den 120 ßaum- 
coUineationen, die den Permutationen der y entsprechen, in sich über. 
Wir wollen es hier zunächst dahin gestellt sein lassen, wie sich die 
Erzeugendensysteme der Fläche der Gesammtheit dieser CoUineationen 
gegenüber verhalten. Sollten nicht alle CoUineationen das einzelne 
Erzeugendensystem in sich transformiren, so muss es jedenfalls die 
Hälfte derselben thun. Diese Hälfte unserer CoUineationen muss dabei 
für sich genommen nothwendig eine Gruppe und sogar eine in der 
Gesammtheit ausgezeichnete Gruppe bilden; sie kann also nur aus den 
geraden CoUineationen bestehen. Daher haben — und dieses ist ein 
erstes Resultat — jedenfalls die 60 geraden CoUineationen die Eigen- 
schaß, jedes der beiden Er^eugendensysteme der Hauptfläche in sich selbst 
m verwandeln. Wir erinnern uns jetzt, dass nach der soeben unter 
(37) gegebenen Formel [H, 2, § 10*)] der Parameter A, wie auch der 
Parameter ft, bei jeder derartigen CoUineation seinerseits eine lineare 
Transformation erfahrt. Die 60 Werthe X, welche unserer Besolvente 
60*®* Grades genügen, hängen also unter sich (wie auch die entsprechenden 
Werthe von (l) linear mit constanten Coefficienten msammen, oder auch: 
die Gleidmngen für K und ^ gehen beziehungsweise durch eine Gruppe 
von 60 linearen Substitutionen in sich selbst über. Hieraus aber folgt 
die Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar nach den Entwicke- 
lungen von I, 5, § 2, sobald wir noch hinzunehmen, dass die Gruppe 



*) Mit der römischen Zahl bezeichne ich wieder den Abschnitt, mit der 
folgenden arabischen Zahl das Kapitel. 
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der linearen Transformationen, welche A oder (i erföhrt, mit der Gruppe 
der geraden Vertauschungen der y holoedrisch isomorph ist. Die Un- 
bekannten Xy iLy welche in den kanonischen Formen (5) auftreten, sind 
dabei geeignete lineare Functionen der ursprünglichen mit diesen 
Buchstaben bezeichneten Parameter; wir wollen sie die Normalpara- 
meter nennen, dürfen aber nicht vergessen, dass sie in üebereinstim- 
mung mit den 60 linearen Transformationen, durch welche jede der 
Gleichungen (5) in sich übergeht, noch je auf 60 verschiedene Weisen 
ausgewählt werden können. 

Haben wir so unsere anfängliche Behauptung bewiesen, so können 
wir auf demselben Wege noch ein Stück weiter gehen. Ich sage zu- 
nächst, indem ich die soeben berührte Frage wieder au&ehme, dass 
bei jeder ungeraden CoUineation nothwendig die beiden Erzeugendensysteme 
der Hauptfläche vertauscht werden. Würde nämlich bei sämmtlichen 
120 CoUineationen das einzelne Erzeugendensystem in sich selbst ver- 
wandelt, so müsste es, auf Grund der soeben citirten Formel (37), eine 
Gruppe von 120 linearen Substitutionen einer Veränderlichen geben, 
die mit der Gruppe der 120 Vertauschungen von fünf Dingen ho- 
loedrisch isomorph wäre, was aber nach I, 5, § 2 unmöglich ist. Haben 
wir also A (den Parameter der Erzeugenden erster Art) irgendwie als 
gebrochene lineare Function der y dargestellt, so erhalten wir einen 
Parameter ft der Erzeugenden zweiter Art, indem wir die in X vor- 
kommenden y irgend einer ungeraden Permutation unterwerfen. Ins- 
besondere erhalten mr die 60 normalen Werthe von /*, wenn wir bei 
einem der normalen Werthe von X sämmtliehe ungerade Permutationen der 
y in Anwendung bringen. Bei diesen ungeraden Permutationen bleiben 
die Cbefficienten a, ß, y natürlich ungeändert, während V sein Vor- 
zeichen wechselt. Die in den Gleichungen (5) vorkommefoden Grössen Z^, 
Zg unterscheiden sich also nur durch das Vorzeichen von V. — Wir können 
diesen Sätzen auch noch eine andere Wendung geben, indem wir die 
60 Punkte y' einführen, deren Coordinaten y aus dem Schema (4) durch 
ungerade Vertau3chung der y hervorgehen. Wir haben nämlich zur 
Darstellung der Erzeugenden erster und zweiter Art, welche durch diese 
Punkte hindurchlaufen, beziehungsweise folgende Gleichungen: 

^^ 1728^(1) ~^2; 1728 /-^C^) ~ ^^ ^' 

*) Ich gab die im Texte entwickelten Ueberlegungen (sowie die zugehörigen 
Formeln der folgenden beiden Paragraphen) zuerst in zwei Mittheüungen an die 
Erlanger Societät vom 13. Nov. 1876 und 15. Januar 1877 [Weitere Mittheilungen 
über dcis Ikosaeder I, II]. üebrigens will ich gleich hier den Fall der Gleichungen 
dritten und vierten Grades zum Vergleich heranziehen. Die drei Wurzeln x einer 
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§ 2. Bestiinmiing des geeigneten Parameters L 

Die Formeln, welche wir nunmehr für das normale A aufstellen 
wollen, sind an sich ausserordentlich einfach und leicht zu verificiren. 
Wenn ich trotzdem zu ihrer Ableitung einigen Baum gebrauche, so 
geschieht es, weil ich wiederum jedes einzelne Resultat als Folge 
einer ohne alle Rechnimg anzustellenden Ueberlegung ableiten möchte. 

Als erzeugende Operationen der Ikosaedergruppe haben wir früher 
(I, 2, § 6) die folgenden beiden gefunden: 

IS : 0' = BZy 

Wir sahen ferner (I, 4, § 10), dass sich diesen Substitutionen ent- 
sprechend die Oktaederformen ty folgendermassen permutiren: 

1 : Vq = Tq, Fj «= ^2? h = t^f Tg = t^y t^ = Cj. 

Dieselben Vertauschungsformeln gelten für die Wurzeln der verschie- 
denen Resolventen fünften Grades der Ikosaedergleichung, -die wir da-^ 
mals (I, 4) aufstellten, insbesondere, worauf wir bald zurückgreifen 
werden, für die Wurzeln der Hauptresolvente. Wir werden unsere 
neuen Formeln so einzurichten wünschen, dass sie sich möglichst an die 
damaligen anschliessen. Wir werden daher das normale X unter den 
60 überhaupt in Betracht kommenden, Parameterwerthen so auswählen, 
dass es genau die Substitutionen (7) erfährt, wenn man die y dm beiden 
durch (8) tndidrten Permutationen unterwirft 

Der Werth von A ist hiermit fixirt, keineswegs aber seine Form 
als Function der y. Erstlich haben wir noch in der Hand, welche 
Erzeugende zweiter Art wir in dem früher (11, 2, § 10) erläuterten 
Sinne bei Einführung von A zu Grunde legen wollen. Zweitens 



(8) 



Gleichnng dritten Grades mit Zx s= deaten wir, dem Früheren zufolge, aaf einer 
geraden Linie. Bezeichnen wir dann einen beliebigen Punkt dieser Geraden in ge- 
wöhnlicher Weise durch einen Parameter X, so erföhrt X bei sämmtlichen 6 Permuta- 
tionen der X lineare Substitutionen vom Diedertypus, genügt also, richtig normirt, 
einer Diedergleichiing sechsten Grades, — Bei den Gleichungen vierten Grades 
verlegen wir die geometrische Deutung in die Ebene, bedingen aber neben 
Zx =s auch 2x^ =■ 0, beschränken uns also auf „Hauptgleichungen^*. Die 
Punkte des solchergestalt bevorzugten Kegelschnitts stellen wir wieder in ge- 
wöhnlicher Weise durch einen Parameter X dar. Dieser Parameter erfährt dann 
bei sämmtlichen 24 Yertauschungen der x lineare Substitutionen, genügt also, 
richtig normirt, einer Oktaedergleichung (oder auch nach Adjunction der Quadrat- 
wurzel aus der Discriminante der Gleichung vierten Grades, einer Tetraeder- 
gleichung). 
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können wir Zähler und Nenner von A durch Hinzufügen beliebiger 
Multipla von 2Jy (welches identisch = ist) modificiren. In beiderlei 
Hinsicht wollen wir bestimmte Verabredung treflfen. 

Bei jeder linearen Substitution von A oder /* bleiben zwei Werthe 
der Veränderlichen, d. h. zwei Erzeugende der ersten resp. zweiten 
Art fest. Wir betrachten nun insbesondere die Operation S und 
legen eine der beiden hei ihr festbleibenden Erzeugenden zweiter Art bei 

Einführung von A m Grunde, Sei A in dieser Voraussetzung = — , 

wo jp, q zwei lineare Functionen der y bedeuten. Indem wir inner- 
halb p, q diejenige Vertauschung der y vornehmen, die ebenfalls 
durch S indicirt ist, entstehen p', q. Hier haben ^' = 0, g' ==? 
nach Voraussetzung dieselbe Gerade gemein, wie jj = 0, 2 = 0; es 
ist also für beliebige y\ 

p = ap '\- bq -{- m ' 27^, 

g' = cp + c?g + w • Hy, 

Aber ^ ^ A soll der Formel (7) entsprechend für alle Punkte der 

Hauptfläche gleich bX sein, und die Punkte der Hauptfläche sind durch 
keinerlei lineare Relation zwischen den Coordinaten von den übrigen 
Raumpunkten verschieden. Daher verwandeln sich vorstehende Glei- 
chungen nothwendig in die einfacheren: 

p =^ id ' p '\- m - Zy, 

q' = d- q '{' n ' 2Jy, 

wo d, nij n zuvörderst unbekannt sind. Wir können diese Gleichungen 
folgendermassen umsetzen: 

P' + IjrZT •^y^^ä(p-\- ^^^ ' Ey) , 



= ^ 

m ^ . n 



Jetzt werden wir, unbeschadet der Gleichung A = ~ , die hier auf- 



tretenden Ausdrücke p -j — , _ • Zy , q + , _ • Sy kurz mit 
p, q bezeichnen dürfen. Dann haben wir einfach: 
(9) \P[-'i-P. 

12= d' q 

Das Resultat unserer Ueberlegung ist hiermit dieses: wir können, und 
zwar noch auf zwei Weisen (da eine von zwei Erzeugenden zweiter 

Art ausgewählt werden musste), unser A derart = — setzen^ dass nach 



(10) 
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Anwendung der Vertauschung S auf die y die Gleichungen (9) identisch 
statt hciben. 

Nun ist aber bekannt (und übrigens leicht zu beweisen), dass bei 
der Vertauschung 8 beliebiger Grossen y keine anderen linearen 
Functionen der y sich um einen constanten Factor ändern ^ als die 
Multipla der Ausdrücke von Lagrange: 

Pi = yo + « J/i + ^^2/2 + «^^3 + «*y4; 

P2 = yo + ^^Vi + «*y2 + ^ ys + ^^y^ 
-P3 = yo + «^yi + ^ y% + ^% + «^y*» 
Pi = yo + «*yi + «^y2 + «'ys + « y4; 

denen sich als völlig ungeändert bleibender Ausdruck noch Zy zuge- 
sellen würde, wenn es nicht bei uns identisch Null wäre. Was die 
Aenderungen der pk bei der Permutation 8 angeht, so ist Pk = £^^'Pk' 
Daher sind die einzigen drei Ausdrücke für A, welche den Belationen (9) 
Genüge leisten^ die folgenden: 

(11) ^ = '^-^> '-"^'t' '=">-t 

Von diesen Ausdrücken ist der erste und dritte brauchbar, der 
zweite aber zurückzuweisen. Es zeigt sich nämlich, dass die Durch- 
schnittgeraden von p^ = und p^ = 0, sowie die von JPs = 0, jo^ = 
in der That der Hauptfläche angehören, nicht aber die Gerade p^ = 0, 
Pg = 0. Wir beweisen dies am besten, indem wir die pk statt der 
yy in die Gleichung der Hauptfläche einführen. Wir haben aus (9), 
indem wir Uy = hinzunehmen: 

(12) 5y. = e'-p, + a^^p, + e^^p, + s^p^ 

und also: 

25 Zy' = 10 (p,p^+p,p,), 

so dass die Gleichung der Hauptfläche, belogen auf das Coordinaten- 
System des Lagrange, die folgende wird: 

(13) PiPi + PiPs = 0, 

woraus die Richtigkeit unserer Behauptung ohne Weiteres hervor- 
geht. Aus (13) folgt noch: 

Pt !>*' 

setzen wir also, der ersten Formel (11) entsprechend, A = Ci-— , so 

müssen wir es auch = — c, • — setzen. 

Es wird jetzt nur noch darauf ankommen, den hier auftretenden 
Factor c zu bestimmen. Wir bilden uns A', indem wir die y der 
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Vertauschung T nach Formel (8^ unterwerfen, und tragen dasselbe 
dann in die entsprechende Formel (7) ein. Die so entstehende Glei- 
chung kann keine Identität sein, weil die Erzeugende zweiter Art, 
die wir bei Aufstellung des A benutzten, bei T nicht festbleibt. Sie 
muss aber eine richtige Gleichung werden, wenn wir den Relationen 
Hy = 0, Zy^ = Rechnung tragen. Wir erhalten', indem wir ge- 
eignete Terme beiderseits vergleichen, für q den Werth — 1. Daher 
ist unser normales A definitiv: 

(14) A = -^=^, 

ganz in Uebereinstimmung mit dem Werthe, den wir für den Para- 
meter A im Schlussparagraphen des vorigen Kapitels (Formel (34) 
daselbst) angenommen hatten*). 

§ 3. Bestimmung des Parameters ft. 

Der normale Parameter fi, den wir für die Erzeugenden zweiter 
Art ins Auge fassten, sollte sich aus dem Parameter A durch eine 
ungerade Permutation der y ergeben. Wir genügen dieser Forderung, 
wenn wir, wiederum in Uebereinstimmung mit dem Schlussparagraphen 
des vorigen Kapitels (Formel (35) daselbst): 

P2 Pl 



^ ^ ^ P4 Ps 

nehmen. In der That resultirt dieser Werth aus (14), wenn wir 
J/o; Vu y27 Vb, y4. bez. durch j/^, «/g, j/^, y^, y^ ersetzen, also (j/^, j/g, y^, ^2) 
cyclisch vertauschen. 

Nun kann man aber, wie ersichtlich, die Formeln (15) aus (14) 
auch noch in anderer Weise ableiten, nämlich so, dass man in (14) 
das 6 überall durch s^ ersetzt. Diese Umwandlung überträgt sich 
dann natürlich auf die Substitutionen S, T (7) und die aus ihnen ent- 
stehenden Ikosaedersubstitutionen. Die Substitutionen, welche fi tmd A 
hei den geraden Vertauschungeti der y erfahr en, sind hiernach allerdings in 
ihrer Gesammtheit, aber keineswegs im Einzelnen identisch^ vielmehr erhält 
man die einen aus den anderen, indem man s durchweg in €^ verwandelt, 
— ein Satz, der in der Folge fundamental ist. Hiermit übereinstimmend 



*) Wollen wir in ähnlicher Weise für die Gleichungen dritten und vierten 
Grades, die wir soeben besprochen, die Wurzeln der Diedergleichung, resp. 
Oktaedergleichung aufstellen, so bekommen wir entsprechend: 

j^^oc^ + ax^+a^ ^_ V2iXo + ix,+i^x^+i^Xs) ^ — (xQ + i^x,+i%+i^Xj;) 
Xq + cc^x, + ccx^ P* ~+{Xq +i^x^+i*x^ + i^Xs) y2{x^+i^x^+i^x^+i^x^) ' 

wo a* = i*= 1, so dass also auch hier die Quotienten der Ausdrücke von Lagrange 
sich einstellen. 
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erhält man, wenn man die erwähnte Operation auf das fi anwendet, 

nicht etwa wieder A, sondern T-^ Es ist dies derjenige Werth, 

der aus A vermöge der früher mit U bezeichneten Ikosaedersubstitu- 
tion entsteht. Ihr entspricht die gleichzeitige Vertauschung von y^ 

mit y^ und von j/g ™i^ Vs- 

Wir wollen noch die Formel (39) von II, 2, § 10 aufiiehmen. 
Vermöge derselben haben wir jetzt, indem wir A durch A, : Ag, /* durch 
^^ : f(2 ersetzen: 

oder unter Einführung eines Proportionalitätsfactors q: 
(17) Qy, = £*" • 1,(1, — s^^ . A^fii + «2»' . x,ii, + £»' . A2fi2. 

§ 4. Die Hauptresolvente der Ikosaedergleiohting. 

Nachdem wir für eine beliebige Hauptgleichung fünften Grades 
die normalen Parameter A, (i gefunden haben, werden wir unsere 
Formeln insbesondere bei der Hauptresolvente fünften Grades in An- 
wendung bringen, die wir früher (IV, 1, § 12) construirt haben, indem 
wir eine beliebige Ikosaedergleichung 

^ ^ 1728/"^ (gl, gg) ^ 

als gegeben voraussetzten. Wir erhalten auf solche Weise ein ausser- 
ordentlich einfaches Besultat, das für den weiteren Fortschritt unserer 
Entwickelung von massgebender Bedeutung ist. 

Die Hauptresolvente war durch die Formeln definirt: 

(19) Fy = m • Vy + W • UyVvj 

wo 

\.^^) ^^ = — X — ' ^ — ir~^ 

unter /*, Hy T die Grundformen des Ikosaeders, unter U^ Wv die wie- 
derholt genannten Formen sechster und achter Ordnung verstanden. 
Man beachte jetzt, dass man Wy und ty Wy in folgender Weise schrei- 
ben kann: 

(21) Wy = {^^z, - B^^Z,) (- z,' + Iz.^z,^) 

+ (^^^^1 + ^^^2) (- 7^/^2' - ^2'), 

(22) ty Wy = (£^-;ßf, - B^^Z^) (- 26;2f/«;^2' + ^^^iW + ^2'') 

+ («'"^1 + «"-^2) (- ^1'' + 39^,«;^/ + 26z,^z^''). 
Hiemach nimmt Yy in Formel (19) folgende Gestalt an: 
(23) Yy = {b^-z, - B^^z,) R + {b^^z, + B^z,) S, 



(24) 
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WO 22, S lineare Functionen von m, n sind. Es werden also die 
Lagrange'schen Ausdrücke (die wir hier ebenfalls mit grossen Buch- 
staben bezeichnen): 

Pi = 5g, E, P3 = 5j2fi . S, 

Pg = — 5;?2 • -ß; ^4 = 5^2 • ^• 
Daher kommt einfach: 

(25) A = J, ^ = 4. 

Vor allen Dingen haben wir also: Der Parameter X stimmt mit 
der Unbekannten z, : z,^ der ursprünglichen Ikosasdergleichung übereifiy 
oder, geometrisch ausgedrückt: Der Punlct: 

(26) yv = m - Vv(k) + n • My(A) • Vv{k) 

liegt y was auch m und n bedeuten mögen, auf der Erzeugenden erster 
Art L Betrachten wir hier A als eine veränderliche Grösse, so durch- 
läuft der Punkt y^, wie wir im vierten Paragraphen des vorigen Ka- 
pitels sahen, eine halbreguläre, rationale Curve, die im Allgemeinen 
von der 38*®'* Ordnung ist. Wir hatten beim Beweise die Formeln 

(26) unter Einführung eines Proportionalitätsfactors q durch folgende 
ersetzt: 

(27) Qyr=m' W. (A„ X,) • T(A„ X,) 

+ I2n . t. (A„ X,) . W, (Ai, X,) • /^(A„ X,). 

Wir erkennen jetzt erstens, wie beiläufig bemerkt sei, weshalb, geome- 
trisch zu reden, die Ordnung der solchergestalt gewonnenen Curve für 
m = auf 14, für w = auf 8 herabsinken kann. Es geschieht, weil 
sich von der allgemeinen Curve 58*®' Ordnung das eine Mal doppeltzählend 
das Aggregat der 12 Erzeugenden erster Art f{X,y Ag) = 0, das andere 
Mal einfach zählend das Aggregat T (X,, Ag) = absondert, üebrigens 
aber haben wir für unsere Curven (27) jetzt folgende Sätze. Wir 
finden, dass unsere Curven den Erzeugenden erster Art immer nur ein- 
mal, den Erzeugenden zweiter Art also ST-mal begegnen. In der That 
haben wir für jede Erzeugende A nach (27) nur je einen Curvenpunkt 
Wir finden überdies, dass durch jeden Punkt einer Erzeugenden X immer 
nur eine Curve (27) hindurchläuft, so dass die Hauptfläche von der 
Curvenschaar (27) gerade einmal überdeckt ist. Der einzelne Punkt der 
Erzeugenden A ist nämlich durch das zugehörige fi gegeben ^ welches 
die Erzeugende zweiter Art bestimmt, die durch den Punkt hindurch- 
läuft. Denken wir aber X, fi in (25) als bekannt, so berechnet sich 
das zugehörige m : n linear. 

Wir knüpfen hieran noch zwei Bemerkungen, die später nützlich 
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werden sollen. Zunächst, was die m, n betrifft, so können wir diese 
aus den vorgegebenen y^, der Formel (26) entsprechend, nicht nur 
dem Verhältnisse nach, sondern auch mit Bestimmung der absoluten 
Werthe linear berechnen. Diese Formeln ändern sich nicht, wenn wir 
die ifv irgendwie in gerader Weise vertauschen. Denn durch die Ver- 
mittelung der Ikosaedersubstitutionen des A erfahren die rechter Hand 
auftretenden Wy(A), Vv{l) immer dieselben geraden Permutationen, wie 
die links stehenden y». Die m, n hängen also in der Weise rational 
von den y^ oft, dass sie hei geraden Vertauschungen der y, ungeändert 
bleiben, oder anders ausgedrückt: die m, n sind als rationale Functionen der 
gegebenen Grössen a, ß, y, V darstellbar. — Wir beachten ferner die Ab- 
hängigkeit zwischen den l, ft, welche durch die Formeln (25) vermittelt 
wird. Unterwerfen wir A irgendwelchen Ikosaedersubstitutionen, so erfährt 
das (L, insofern es von den zugehörigen Yy abhängt (genau so, wie 
wir im vorigen Paragraphen sahen) andere Ikosaedersubstitutionen, die 
sich aus den gegebenen durch Verwandlung von € in €^ ergeben. In- 
dem wir der Terminologie folgen, die in dieser Beziehung von Herrn 
Gordan eingeführt wurde, wollen wir die Aenderungen von /x als 
contragredient zu den Aenderungen von A bezeichnen. Die Formeln 
(25) liefern uns unendlich viele rationale Functionen von A, die sich zu 
X in diesem Sinne contragredient verhalten*), 

§ 5. Auf löstmg der Hauptgleiohungen fünften Grades. 

Bereits in § 1— -2 gaben wir das Mittel, um die Auflösung der 
Hauptgleichungen fünften Grades auf eine Ikosaedergleichung zurück- 
zuführen: 

(^^) msrW ""^'^ 

indem wir A als Function der y bestimmten. Wollen wir jetzt rück- 
wärts die yv durch die einzelne Wurzel A ausdrücken, so können wir 
uns offenbar der Gleichung (26) bedienen. Ich will dieselbe jetzt so 
schreiben, dass ich m, n mit einem Index 1 versehe, damit die Zu- 



*) Die im Texte bewiesenen Sätze, sowie die sogleich zu entwickelnden 
Principien zur Auflösung der Hauptgleichungen fünften Grades wurden von Hrn. 
Gordan und gleichzeitig von mir am 21. Mai 1877 der Erlanger Societät vorge- 
legt. Dabei ging Hr. Gordan von wesentlich anderen Gesichtspunkten aus, auf 
die wir hernach zurückkommen. Auch meine eigene Darstellung war von der 
jetzt im Text gegebenenen einigermaesen verschieden und in manchem Betracht 
weniger einfach. Yergl. hier überall meine zusammenfassende Abhandlung: 
„Weitere Untersuchungen über das Ikosaeder^' im 12. ßande der Math. Annalen 
(1877, Aug.). 
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* 

Sammengehörigkeit unserer Formel mit der Ikosaedergleichung (28) 
evident sei. Wir haben dann: 

(29) y^ = m^- Vv(^) + w^ • ti^ß) • Vy{X)] 

betrachten wir später statt A das ft, so werden Z^, m,, n^ simultan 
in Zg, mg, n^ zu verwandeln sein. Damit die Auflösung der Satipt- 
gleichung mit Hülfe der Ikosaedergleichung vollständig sei, haben unr offen- 
bar nur noch die Z^, m^, w^ als rationale Functionen der vorgegd>enen 
Grössen a, /3, y, V ^w bestimmen. 

Wir werden später sehen, wie man die hiermit geforderte Berechnung 
a priori ausführen kann. Einstweilen folgen wir einem viel elemen- 
tareren Ansätze. Wir haben in I, 4, § 12 die Hauptresolvente der Iko- 
saedergleichung explicite berechnet, indem wir Z, m, n als willkürliche 
Grössen betrachteten, auch in § 14 daselbst die zugehörige Quadratwurzel 
aus der Discriminante angegeben. Nun folgt aus den Betrachtungen des 
vorigen Paragraphen, das jede Hauptgleichung fünften Grades nach Fixi- 
rung eines bestimmten Werthes von V gerade einmal in die Gestalt der 
Hauptresolvente gesetzt werden kann. Wir werden also Z^, m^, n^ in 
rationaler Weise hestimm^i können, indem unr einfach die Coefßdenten 
der allgemeinen Hauptresolvente und die Qu^adratumrzel aus ihrer Discrimi- 
nante mit dem Coefßcienten a, ß, y der gegebenen Hauptgleichung (1) und 
dem adjungirten Werthe des zugehörigen V vergleichen. Wir wollen dabei 
V, wie wir es in I, 4, § 14 thaten, immer folgendermassen definiren: 

(30) 25 1/5 . V = JJ (j/v - 2/.'), . 

was mit den Formeln (2), (3) des gegenwärtigen Kapitels verträg- 
lich ist. 

Indem wir jetzt zunächst nur die beiderlei Coefßcienten verglei- 
chen, erhalten wir: 

Z- a = 8m^ + 12m^n -\ ^ ^ , 



(31) 



1 — z 



---= 4m -i- IZTz l" 4(1 — Z)*' 

Z'V .Q »i 40w^«* , 15wn* -|- 4n^ 



Ich habe dabei statt Z^, m^, n^ zuvörderst noch Z, m, n geschrie- 
ben, weil diesen Gleichungen ja ebensowohl Zg, m^, n^ genügen. 
Die fernere Rechnung gestaltet sich nun folgendermassen*). 

*) Ich entnehme das im Texte benutzte Eliminationsverfahren einer Vor- 
lesung von Gordan aus dem Winter 1880/81. Auch Hr. Kiepert hat bereits den 
Vergleich mit der Hauptresolvente in ähnlicher Weise benutzt {Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades^ in den Göttinger Nachrichten vom 17. Juli 1878, oder 
auch Borchardt's Journal t. 87 (1879)). 



(33) 



9 4 1 — Z 

a • 

81 
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Aus der ersten der Gleichungen (31) gewinnen wir: 

Andererseits bilden wir uns: 

=1^ . (3m« + 2ßr = -i- (4m^ - ^)' 
und hieraus: 

Hier brauchen wir nur den Werth (32) von __ ^ einzutragen, um 

für m eine quadratische Gleichung zu erhalten. Ordnen wir dieselbe, 
indem wir mit den Nennern heraufmultipliciren, so kommt: 

(34) 16w« («* — ß^+ ccßy) - y w (Ua^ß + 2ß^y -"«/) 

+ y (64a2/32 — 27 «V - /^r") = 0. 
Durch Auflösung derselben finden wir: 

^^^^^ ^"~ 24 (a* - ß8 + a(3y) ' 

WO V^ genau mit (3) zusammenfällt (wie man verificiren mag) und 
das Vorzeichen + einstweilen natürlich noch unbestimmt bleibt. — 
Mit diesem Werthe von m sind die übrigen Unbekannten ohne Wei- 
teres mitbestimmt. Zunächst, was den Werth von Z angeht, so ge- 

nügt es, den Werth von f— -^ ^^s (32) in die erste der Gleichungen 

(33) einzutragen; wir finden so: 

^^^^ ^ "64a« (12 (ay — (S«) m — ßy) * 

Wir erhalten n in entsprechender Weise, wenn wir die erste der 
Gleichungen (31) folgendermassen schreiben: 



W* \ rw rs H r* W^ 



(l2m2 + ^ ^-^\ w = aZ — 8m3 — 6m . 



1 -^ Z 

und nun m und Z als bekannt betrachten. Die Schlussformel wird: 

xofTx 96aw3 + 72( 3m' + 6ym ~- 12a^Z 

{^öi) n — I44am« + 12l3m + y 

Um jetzt das Vorzeichen von V in (35), und also in (36) und 
(37), so zu bestimmen, wie es der Bevorzugung des A und der 
Bezeichnung m^, n^, Z^ entspricht, vergleichen wir (30) mit dem 

Klein, Gleichungen 5. Orades. 13 
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früher angegebenen Differenzenproducte der Haiiptresolvente. Es ge- 
nügt dabei, einen specieilen Fall zu betrachten. Wir nehmen etwa in 
der allgemeinen Hauptresolvente m = 1, n = 0, haben also, den For- 
meln (31) zufolge: 

8 ^ 12^ 144 

Zugleich erhalten wir nach I, 4, § 14: 

J7(r, - r.) = - 25 ^5 l^^V-''^ 

somit nach Formel (30): 

Nun wird nach Formel (35) das m in diesem Falle: 

— 11 . 2 ^ - 3 » 1 2^ ■ ;^± 4 . 12=^ . (Z— 1) ^ 

2^— 7 . 12=* . ;^ ' 

soll also m, wie wir annahmen, gleich 1 sein, so haben wir in (35) 
das untere Vorzeichen in Anwendung zu bringen. 
Somit haben wir allgemein: 

(^9\ ^ — (ll«^P + 2pV-« y^)-«V 

^^^^ ^1 ~ 24 (a* - (3^ + aßy) ' 

und hieraus nach (36), (37) das Z^ und n^. Die entsprechenden Werthe 
von m^j Z^, n^ gehen hervor, indem wir durchweg das Vorzeichen 
von V umkehren. 

§ 6. Der Gordan'sche Ansatz. 

Die gerade entwickelte Methode der Berechung von m^, w^, Zy^ 
hat den Vorzug, unter Benutzung der früher abgeleiteten Resultate 
auf durchweg elementarem Wege zu operiren. Inzwischen lässt sich 
nicht läuguen, dass es dabei gewisser, ob auch sehr einfacher Kunst- 
griflfe bedarf, um die richtigen Combinationen der Gleichungen (31) 
einzuführen, und dass also diese Methode nur wenig in die sonst von 
uns festgehaltene Darstellungsweise hineinpasst, bei welcher wir bestrebt 
sind, die Resultate der Rechnung der Art nach allemal von vorneherein ein- 
zusehen. Ich werde also noch kurz auf diejenige Art der Berechnung 
eingehen, welche Hr. Gordan ursprünglich gegeben hat, und dies um 
so mehr, als sich daran gewisse weitere Gesichtspunkte knüpfen, die für 
unsere Gesammtauffassung des Lösungsproblems von Nutzen sind*). 

*) Vergl. ausser der bereits soeben genannten Note eine Mittheilung von 
Gordan an die Naturforscherversammlung zu München (Sept. 1877), sowie die 
grössere Abhandlung : üeber die Auflösung der Gleichungen vom fünften Grade im 
13. Bande der Mathem. Annalen (Jan. 1878). 
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Machen wir uns zunächst die Schwierigkeiten deutlich, welche 
einer directen Berechnung der Grossen Z^^ m^y n^ entgegenstehen. 
Wir hatten z. B. für Z^ die Definitionsgleichung: 

7 = ^'W 
^ 1728 p (X) ' 

WO wir für l den einen Werth: 



A = 



Pi 



P2 

substituiren mögen. So haben wir in Z^ eine rationale Function der 
fünf Wurzeln ^o * * * 2/4 ^^r uns, welche bei allen geraden Vertauschun- 
gen der y ungeändert bleibt. Nun geschieht aber das letztere nur, 
weil die y an die Bedingungsgleichungen 2Jy = 0, 2Jy^ = gebunden 
sind, es geschieht keineswegs, wenn wir die y als willkürlich veränder- 
liche Grössen betrachten wollen. Anders ausgedrückt: das Z^ ist bei 
den geraden Vertauschungen der y allerdings thatsächlich aber nicht 
formal invariant. Nun beziehen sich alle Regeln, die man in den ge- 
wöhnlichen Darstellungen zur Berechnung symmetrischer Functionen etc. 
findet, auf Functionen von formaler Symmetrie; es sind diese Regeln 
also für unseren Zweck nicht unmittelbar zu gebrauchen. 

Hr. Gordan umgeht diese Schwierigkeit, indem er die Bedingungs- 
gleichungen Uy = 0, 2y^ = in allgemeiner Weise durch Functionen 
unabhängiger Grössen befriedigt. Er hat dann weiterhin überhaupt 
mit Functionen independenter Variabler zu thun und kann für sie einen 
Algorithmus aufstellen, der dem gerade genannten, auf symmetrische 
Functionen bezüglichen Verfahren gewissermassen analog ist. 

Die unabhängigen Variabelen, welche Hr. Gordan zu Grunde legt, 
sind im Wesentlichen keine anderen als die homogenen Parameter 
A,, Ag und /Xi, flg. Wir haben schon oben die Verhältnisse der p* und 
andererseits die Verhältnisse der yv durch diese Grössen ausgedrückt 
[Formel (16), (17)]. Hr. Gordan präcisirt die betreflfenden Formeln, 
indem er sich die absoluten Werthe der A, ft in geeigneter Weise be- 
stimmt denkt und dementsprechend folgendermassen schreibt: 

(39) Pi = ^KHj 2>2 = — 5^2f^l; JP3 = 5Aifi2? 2>4 = 5'^2f*2; 

worauf yv dem folgenden Ausdrucke gleich wird: 

(40) yr = £^^ . X^iL, — a^" • X^^i, + a^^ • X^ii^ + a^ - k^^L^, 

Ehe wir in Besprechung des Gordan'schen Verfahrens weiter 
gehen, wollen wir die gegebenen und die gesuchten Grössen alle 
durch die hiermit eingeführten A, /it ausdrücken. Ich stelle zunächst 
die Formeln für die Coefficienten a, /3, y der vorgelegten Gleichung 
fünften Grades und das zugehörige V zusammen. Wir haben: 

13* 
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(41) « = - f y- = _ A.V.V. - ^,%!^,' - h^W + ^iViftiS 



15 



(42) ß = -?^^=- ;.,V. Jt/ + f.,%!i* + 3 A^* V/i.*^* - h ^,W 

(43) y = - ^f = - ;.,-^ (p.-'' + p/) + 10^/ A,,i. V/ - lO^'A^V.,*,^ 

^.(y,-y.) 



(44) V = 

25 V'ö 

= a/*(mi'" + 11 fti'M/ - f*.""0 + V" (- f»i'" - iim,>/" + ih'') ■ 

+ Aj^Aj (25^, V,* - 50,t,Vi') + ^ih^ (— ö<>;*,'fti» - 25^,*^/) 
+ A/A/(- 75^. V/ + 20(1,(1,') + A,*A/ (- 25,t,V, - 75^, V,«) 
+ A,'A,ä (- 50^1 V, - löO(i,*(i/) + Ai«A,' (+ löO/tjVi* - öO/ijPs'O 
+ A.«A/ (150^//i,* + 75,ii*M/) + ^i*A,« (+ 75,tiV/ - 150,*,»/»/) 

+ Ai%" (11,1,»» - 504,». V/ — 11 |itä'»). 

Von den gestuHtten Grössen ist uns Z, unmittelbar als Function der A 
bekannt*): 

/■4^^ Z = — (^'--1-^ 

^*'^^ » 1728 /•' (1, , 1,) 

Aber auch die t»,, n, lassen sich leicht durch die A, ,t darstellen. 
Tragen wir nämlich in die Definitionsgleichungen: 

tfr = w, • tv(A,, Aj) + M, • M,(A,, A4) . «;,(A,, A^) 
oder: 

für die y^ die Werthe (40) ein, so ergibt sich durch Auflosung: 

^4b; m, - ig/^cz,, A,)^ ^1 — 144 . r (^1, A,) ' 

wo M^y N^ folgende zwei in den ft^, fi^ Ihieare Formen bedeuten: 

(47) M, = ( '*^ ^^'" ~ ^^^'^' ~ ^^^'^"'^ 



*) Die GrösseD Z^^ iWj, t^, die an sich mit Zj, Wj, n, gleich berechtigt 
sind, lassen wir der Kürze halber bei Seite. 
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(48) N^ = (,, (7 1,%' + X,') + ^ (- A.' + 7 X^n/).*) 

Es gilt jetzt, die Grössen Zj, m^, n^ auf Grund der hiertnit ge- 
gebenen Formeln (41) —(48) rational durch a, ft y, V darzustellen. 

§ 7. Substitutionen der A, fi; invariante Formen. 
Wir müssen jetzt die Umänderungen kennen lernen, welche die 
Ky ^2? f*u f*2 '^^i ^®^ Vertauschungen der y erfahren. An sieh sind 
diese Umänderungen allerdings nicht völlig bestimmt. Denn von den 
vier Grössen A, ft ist eine, auch wenn wir den absoluten Werthen der 
yy Rechnung tragen, überzählig. Wir fanden oben, dass bei den ge> 
raden Vertauschungen der y^, die wir mit S und T bezeichneten, 

-y- die ebenso benannten Ikosaedersubstitutionen erfährt, während 

— Substitutionen erleidet, die sich aus diesen durch Verwandlung 

von e in s^ ergeben. Wir bemerkten ferner, dass aus -j- durch 

die cyclische Vertauschung (y^, y^y y^, y^) hervorgeht und dass eine Wie- 

derholung dieser Operation aus — das — --— entstehen lässt. Auf 

Grund dieser Sätze werden wir jetzt filr A^, A2, ftj, (i^ homogene lineare 
Substitutionen von der Determinante Eins derart definiren, dass rück- 
wärts aus ihnen vermöge (40) die geeigneten Permutationen der y^ folgen. 
Zu dem Zwecke setzen wir zunächst, unter Benutzung der homo- 
genen Ikosaedersubstitutionen von der Determinante Eins: 

(49) S: A/ = £^1, A/ = e^X^] (i^ = €(1^, ^^ = ^^ihj 



(50) 



T: 



Wo 



A/ = - (6 - £*)A, + (£« - £«)A„ 
A; = (5«-£«)A, +(£-6*)A,; 



ft.; = (« - «*)f*i - («' - «')f*2. 

wobei die Formeln für die ft aus denjenigen für die A wieder hervor- 
gehen, indem man e durch £^ ersetzt**). Bringen wir diese Substi- 

♦) Bei Verification der für Mi, Ni mitgetheilten Ausdrücke wolle man be- 
achten, dass die Determinante 

einfach gleich H (X^ , X^) ist. 

♦*) Hierbei ändert, was man nicht übersehen darf, |/6 — « -f €* — f* — f ^ 

sein Vorzeichen. 
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tutionen bei (40) iu Anwendung, so folgt in der That, wie es 
sein muss: 

S : yl = yv + i, 

T: Vo = Voy Vi = y^y Vi = yi> 2// = y*; y/ = y^- 

Dabei sind die Vertausehungen der y, die durch Verbindung von S 
und T entstehen, den entsprechenden Substitutionen der A, ft natürlich 
nur hemiedrisch isomorph: es sind 120 Substitutionen der A, ft und 
nur 60 Vertauschungen der y. Dieser Umstand erklärt sich dadurch, 
dass unter den Substitutionen der A, ft sich folgende befindet: 

bei welcher die y^, als bilineare Functionen der A, ft, sämmtlich unge- 
ändert bleiben. 

Wir führen ferner die nachstehende Substitution ein, die wir kurz- 
weg als Vertauschung von A und fi bezeichnen: 

Aus den Formeln (40) ergibt sich dann: 

yv = 2/2r; 

also in der That die schon früher benutzte ungerade Permutation der 
yv. In üebereinstimmung ebenfalls mit dem Früheren kommt bei Wie- 
derholung von (51): 

Aj = Ag, Ag == A^; f*i = fi2? f*2 =^ f*i7 
d. h. die sonst mit U bezeichnete homogene Ikosaedersubstitution. 

Statt der zweiwerthigen oder symmetrischen, homogenen Functionen 
der yy werden wir nun überhaupt solche rationale und insbesondere 
ganze homogene Functionen (Formen) der A^, Ag ins Auge fassen, 
welche bei den Substitutionen (49), (50) bez. (51) ungeändert bleiben. 
Ist dies nur bei (49), (50) der Fall, so sollen sie Invarianten schlecht- 
hin genannt sein, während wir, wenn Unveränderlichkeit auch bei (51) 
hinzutritt, von vollkommenen Invarianten sprechen wollen. Es kann 
sein, dass eine Invariante bei (51) einfach ihr Zeichen umkehrt; wir 
nennen sie dann alternirend, Ist eine Invariante weder vollkommen 
noch alternirend, so wird sie vermöge (51) mit einer zweiten zu- 
sammengeordnet. Das Verhältniss der beiden Invarianten ist dann 
ein gegenseitiges, denn die Wiederholung von (51) ist eine Ikosaeder- 
substitution und führt also zur ursprünglichen Invariante zurück. 

Offenbar ist a, ß und y eine vollkommene, V eine alternirende 
Invariante. Die sonst noch von uns benutzten Formen /"(Aj, A^), 
H {k^y A^), T (k^y Ag), Jfi, N^ repräsentiren den allgemeineren Typus. 
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Indem ich die ersteren drei fortan der Kürze halber mit /i, i/^, T^ 
benennen werde, sollen die Formen, welche durch Vertauschung von 
A und (i hervorgehen, mit f^^ H^, Tg, -Sfg? -^2 bezeichnet sein. 

§ 8. Allgemeines über die von uns auszuführenden Bechnnngen. 

Die Fragestellung des § 6 Verlangt, gewisse rationale Invarianten 
rational durch die a, ß, y, V auszudrücken. Zu dem Zwecke mögen 
wir zunächst fragen, welche ganzen invarianten Functionen (Formen) 
ganze Functionen der a, ß, y, V sind? Offenbar alle diejenigen und 
nur diejenigen, die ganze Functionen der y^ sind. Dies sind aber alle 
solchen Formen, welche in den A^, X^ ^^ /^i; 1^2 hcj3iefiungsweise den- 
selben Grad haben. Denn einmal ergibt jede ganze Function der 
y^ gewiss eine ganze Function von gleichem Grade in den A imd ft, 
andererseits aber kann jede Form der A, ft, die in den A und fi von 
gleichem Grade ist, als ganze Function der Terme A^fti, Agf^i, Xi(J^2> 
A2/X2 angeschrieben werden, und diese Terme sind, von Zahlenfactoren 
abgesehen, den p^, p^y p^y P4, d. h. ganzen Functionen der y^ gleich*). 

Auf Grund dieses Satzes wird unsere Methode jetzt die sein, dass 
wir eine vorgelegte rationale Invariante, welche wir als rationale 
Function der a, /5, y, V darstellen sollen, durch Zufügen geeigneter 
Factoren in Zähler und Nenner so umgestalten, dass Zähler und 
Nenner für sich genommen invariante Formen gleichen Grades in den 
A, (i werden, worauf wir Zähler und Nenner einzeln als ganise Function 
der a, ß, y, V berechnen. 

Was nun die Auswerthung solcher ganzer Functionen angeht, so 
bemerken wir, dass sich jede invariante Form gleichen Grades in den A^ , A^ 
und fi^f (I2 in eine vollkommene und eine alternirende Invariante spalten 
lässt. In der That, sei F^ die vorgelegte Form, F2 die zugeordnete 
Form, die aus ihr durch Vertauschung von A und (i entsteht. So 
setzen wir einfach: 

(52) F, = ^+-^^ + ^^^' . 

Hier ist ^— T — - als vollkommene Invariante eine ganze Function der 

a, /5, y allein, — ^-r — - aber zerfällt, als alternirende Invariante, in das 

Product von V mit einer ganzen Function der a, /5, y. 

Die wenigen, hiermit aufgestellten Regeln gestatten uns, die Be- 
rechnung der Grossen m^, n^, Z^ auf directem Wege in Angriff nehmen. 



*) Yergl. die analoge Bemerkung im Schlussparagraphen des vorigen 
Kapitels. 
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§ 9. Nenbereohnung der Grösse m^. 
Es ist ni^ in unserer neuen Schreibweise: 

(53) »»i = -^- 

Hier werden wir jetzt zunächst Zähler und Nenner mit einer solchen 
invarianten Form multipliciren, dass beiderseits gleicher Grad in den 
A, ft resultirt. OfiFenbar ist es am einfachsten (ob auch durchaus 
nicht nothwendig), f^ als solchen Factor zu wählen. Wir schreiben 
demnach: 

In dieser Formel ist der Nenner an sich eine vollkommene Invariante; 
den Zähler aber unterwerfen wir dem eben bezeichneten Spaltungs- 
processe. Wir erhalten so: 

die Berechnung von m^ ist also darauf mrückgeführt, die beiden voll- 
Tcommenen Invarianten: 

MJ^ + MJ^ und fj^ 

soune die alternirende Invariante: 

durch geeignete ganze Functionen von a, ß, y iez. von a, ß, y und V zu ersetzen. 
Wir erledigen die nun noch vorliegende Aufgabe, indem wir ein- 
mal den Grad der zu Vergleich kommenden Formen in den A, ft in 
Betracht ziehen, andererseits auf die expliciten Werthe unserer Formen 
in den A, ft (wie wir dieselben in § 6 mittheilten) zurückgreifen. Die 
soeben genannten Invarianten {M^f<^ + M<^f^ etc. sind in den A, ft 
beziehungsweise vom Grade 13, 12 und 13. Andererseits weisen 
^> Z'? y? ^ betreffs derselben Variabelen die Gradzahlen 3, 4, 5, 10 
auf. Daher schliessen wir zunächst, dass {M^f<^ + -Mg/i) ^^^ lineare 
Combination der Terme a^/5, ay^, ß^y sein muss, dann ferner, dass 
fj^ einer ebensolchen Verbindung von «*, /S^, aßy gleich wird, end- 
lich, dass {M{f<^ — -3^2/1) ^^s auf einen numerischen Factor mit aV zu- 
sammenfällt. Um die hier noch unbestimmten Zahlencoefficienten zu 
berechnen, genügt es, bei den expliciten Werthen der einzelnen 
Formen auf nur einige Terme zu achten, also etwa auf die An- 
fangsterme, die sich ergeben, wenn wir die Formen nach absteigen- 
den Potenzen von A^ und aufsteigenden von Ag ordnen. Ich theile 
hier, der Vollständigkeit halber, die Anfangsterme der von uns in 
Betracht zu ziehenden Formen je bis zu derjenigen Grenze mit, bis 
zu der wir sie wirklich gebrauchen. Wir finden nach § 6: 
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M,n - M^n = Ai^Vi'v« + ••••, 

sowie: 

af = A,»« (2^, V/ + 2ft,V2^0 + ^i^''l2 (0) + • • , 
ß'r = A,^^ Oi,^V2 + 2^, V2' + ^iV2") + ^i''^2 (0) + • • , 

«' = A^^ViV«" + 4A,^U2fi,V2' + • • •, 
|8^ = - VV1V2' + 3A/U,,t,V/ + . . ., 

«v = — Ai^Vi'V2 H — • 

Am diesen Werthen lesen wir nun ohne Weiteres ah: 
MJ, + MJ, = 11 «^|8 + 2/3V - «y^ 
(56) fj, = a'-ß' + aßy, 

\ MJ, - M,n = - «V, 

und also schliesslich: 

^^V ^1"" 24 (a* - (33 + a(5y) ^ 

M;as genau der oben in Formel (38) mitgetheilte Werth ist 

In derselben Weise könnten wir jetzt natürlich auch noch n^ und 
Zi berechnen: die betreflfenden Rechungen würden nur etwas umständ- 
licher werden, weil es sich bei ihnen um Bildungen höheren Grades 
in den X, (i handelt. Man wird diese Rechnungen, wie immer in ähn- 
lichen Fällen, durch zweckmässige Reductionsprincipien in eine grössere 
Zahl kleinerer Schritte zerlegen können (vergl. die Gordan*sche Arbeit). 
Wir gehen hierauf nicht näher ein, da wir in § 5 für w^, Z^ ja doch 
3chon einfache Formeln erhalten haben, lyid das Princip der Gordan- 
schen Berechnungsweise an dem Beispiele von m^ bereits hinlänglich 
erkannt wird. 

§ 10. Geometrisohe Deatnng der Gordan'sohen Theorie. 

In den vorhergehenden Paragraphen ist die Gordan'sche Theorie 
rein algebraisch exponirt worden; wir werden dieselbe unseren sonsti- 
gen Betrachtungen noch näher bringen, wenn wir mit kurzen Worten 
ihrer geometrischen Bedeutung gedenken. Wir haben dabei die Ver- 
hältnisse Ai : Ag imd (i^: /L^a; ^® ^^ ^^^^ schon im Schlussparagraphen 
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des vorigen Kapitels in Aussicht nahmen, als Coordinaten auf der 
Hauptfläche zu interpretiren. Eine Gleichung: 

definirt dann eine auf der Hauptfläche verlaufende Curve, deren Schnitt- 
punkte mit den Erzeugenden erster und zweiter Art der Zahl nach 
durch den Grad von i^ in fi bez. A bestimmt werden. Ist F eine In- 
variante, so geht die betreffende Ourve bei den 60 geraden Colli- 
neationen in sich über, ist also, sofern sie irreducibel ist, halb- 
regulär. Die Curve wird (unter der gleichen Bedingung) regulär, wenn 
die Invariante F vollkommen oder alternirend ist. 

Interpretiren wir in diesem Sinne die in den vorangehenden Pa- 
ragraphen auftretenden Invarianten, so werden wir zu lauter Curven 
geführt, deren Bedeutung uns entweder unmittelbar deutlich oder doch 
von früher her bekannt ist. Die Curven « = 0, ß = 0, y = sind 
uns oben als Schnittcurven der Hauptfläche mit der Diagonal- 
fläche etc. entgegengetreten*). V = ergibt eine Curve, die augen- 
scheinlich in 10 ebene Bestandtheile zerfällt ; /i = 0, Si = 0, T^ = 
repräsentiren gewisse Aggregate von 12, bez. 20 oder 30 Erzeugenden 
erster Art. Was aber bedeuten M^ =0, N^ = 0? Aus der Gestalt 
von Jfi, Ni geht unmittelbar hervor, dass es sich um Curven der 
14, bez. der 8. Ordnung handelt, welche die einzelne Erzeugende 
erster Art nur je einmal schneiden. Es sind dies dieselben Oiirveti, die 
wir früher durch Formeln folgender Art dargestellt haben: 

(58) Qy^ =ty (Ai, A2) • Wriky^y A2) bez. gy^ = Wv{K} h)- 

In der That werden wir zu diesen Formeln zurückgeführt, wenn 

wir aus jlf. = oder iV. == das — als rationale Function von -^ 

bestimmen und den gefundenen Werth in die Formeln (40): 

y, = £^n,(i, — 6^n^(i, + 6^»' A,|ü2 + «"^2/^2 
eintragen. In demselben Sinne repräsentirt offenbar folgende Gleichung: 

(59) m . T(Ai, A2) . iVi + 12w . f (l„ A^) • ilf ^ = 

die ganze Schaar jener Curven 38. Ordnung, die wir in § 4 des gegen- 
wärtigen Kapitels betrachteten (siehe Formel (27) daselbst). 

Wir wenden uns jetzt insbesondere zu der im vorigen Paragraphen 
gegebenen Berechnung von m^. Ursprünglich war, nach (53): 



*) Indem wir uns für a der in (41) gegebenen Darstellung bedienen, können 
wir jetzt mit Leichtigkeit die früher ausgesprochene Behauptung beweisen, dass 
die Curve a = 0, d. h. die Bring^sche Curve, keinerlei wirkliche Dopi)elpunkte be- 
sitzt, also irreducibel ist und dem Geschlechte p = 4: angehört. 
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es ist also Wj eine Function auf der Hauptfläche, welche längs der 
Curve 14. Ordnung M^ =0 verschwindet und für die 12 Erzeugenden 
erster Art /i = unendlich wird. Indem wir jetzt schreiben, wie in 
(54) geschah: 

haben wir offenbar die beiden Curven M^ = 0, / j = durch Hinzu- 
fügen der Curve ^ = 0, d. h. eines Aggregats von 12 Erzeugenden 
zweiter Art, zum vollstä/ndigen Schnitte der Hauptfläche mit je einer 
zutretenden Fläche ergänzt; die ausschneidenden Flächen können dann 
insbesondere so angenommen werden, dass sie selbst bei den 60 ge- 
raden CoUineationen in sich übergehen und also durch Nullsetzen 
ganzer Functionen von a, ß, y? ^ repräsentirt werden. — Hiernach 
dürfte die Structur der Formel (57) und auch das Maass ihrer Will- 
kürlichkeit geometrisch deutlich sein. Ich überlasse dem Leser, sich 
in ähnlicher Weise die Bedeutung der Formeln (36), (37) für Z^ und 
n^ zurechtzulegen. 

§ 11. Algebraische Gesichtspunkte (nach Gordan). 

Wir haben die Gordan'sche Theorie bisher so dargestellt, wie sie 
ursprünglich entstanden ist, nämlich als directe Methode zur Berech- 
nung der bei Auflösung der Hauptgleichungen fünften Grades auf- 
tretenden Grössen. Inzwischen hat Hr. Gordan in seiner ausführlichen, 
im 13. Annalenbande publicirten Abhandlung den Standpunkt wesent- 
lich höher gewählt; er hat sich die Aufgabe gestellt: das volle System der 
invarianten Formen i^(Aj, Ag; /Ltj, /Xg) und möglichst viele zwischen diesen 
Formen "bestehende Bdationen zu bilden. Dabei findet er 36 System- 
formen, von denen diejenigen, die von a, /5, y, V verschieden sind, 
durch Vertauschung von A und fi zusammengehören. Wir können 
auf diese Resultate nicht näher eingehen, müssen aber der Methode 
gedenken, deren sich Hr. Gordan zur Ableitung derselben bedient. 
Man erinnere sich, wie wir früher S(X^, Ag), ^(Ai, Ag) aus f(^i, Ag) 
durch D^fferentiationsprocesse der Invariantentheorie abgeleitet haben. 
Genau so gewinnt jetzt Hr. Gordan seine Formen, indem er: 

als „doppeltbinäre Grundform mit zwei Reihen unabhängiger Variablen" 
an die Spitze stellt. 

Erwähnen wir in dieser Hinsicht zunächst, wie jetzt /"(A^, Ag) 
[die Grundform des Ikosaeders] zu definiren ist. Man betrachte in a 
die Aj, Ag als^constant, d. h. a als binäre Form dritter Ordnung 
allein der /Lt^, n^. Dann ist^ behaupte ich, von einem Zahlenfactor 
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abgesehen, f die Discriminante dieser Form dritter Ordnung. Wir bestä- 
tigen dies durch directe Ausrechnung. Den gewöhnlichen Regeln 
folgend bilden wir zunächst die Hesse'sche Form von a und finden 
bis auf einen Zahlenfactor die folgende, in den fi quadratische Invariante: 

(60) t = ^,2 (_^^6 _ 3^^^^5) ^ io^^(i^X,'k,' + (i,' (ßX,n, - k/), 

die wir später noch gebrauchen werden. Wir berechnen ferner die 
Determinante von r und kommen in der That, von einem numerischen 
Coefficienten abgesehen, auf 

zurück. 

Erläutern wir ferner, wie Hr. Gordan die ümkehrformeln ge- 
winnt, die wir in § 4 aufstellen konnten, indem wir diejenigen Kennt- 
nisse, die wir früher (I, 4, § 12) gewissermassen zufälligerweise durch 
Aufstellung der Hauptresolvente der Ikosaedergleichung gewonnen 
haben, in Anwendung brachten. Bei Hrn. Gordan bilden diejenigen 
Invarianten, die in (i^, ^2 '*wear sind, den Ausgangspunkt. Er zeigt, 
dass vier verschiedene dieser Invarianten existiren, unter welchen die- 
jenigen beiden, die in den A vom niedrigsten Grade sind, genau mit 
unseren N^^, M^ zusammenfallen*). Nun sind die y^ der Formel (40) 
zufolge: 

selber lineare Formen der ft^, {i^* Daher können wir von vorne- 
herein schreiben: 

(61) ayy =1)^ - M^-\- Cv ' N^j 

wo die Coefficienten a, 6^, Cr der Identität zu entnehmen sein werden: 



Vv 


M, 


^1 


dyv 


dM, 


dN^ 


dfi. 


dfij^ 


dfi, 


dyv 


dM^ 


dN, 


^1^2 


^^2 


a^2 



= 0. 



Hier ist a als Functionaldeterminante der üfj, N^ selbst eine Inva- 
riante; wir sahen bereits oben, dass sie mitH(X^, Ag) zusammenfallt. 
Dagegen sind 6^, c^, wie die yv selbst, nothwendig fünfwerthig. Indem 
wir sie als Functionaldeterminanten von y^ und N^y bez. y^ und M^ 



*) Eine dieser 4 Invarianten ist, wenn wir sie mit H^ multipliciren, in der 
allgemeinen Form m - T^ - N^ + 12n • /i* • Jlfi enthalten, deren Verschwinden 
jene Curven 38. Ordnung vorstellt, die wir früher betrachtet haben. Unter diesen 
Curven ist also neben ^f^ == 0, N^ =0 noch eine dritte vorhanden, deren Ord- 
nung sich auf eine niedere Zahl, nämlich auf 18, reducirt. 
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berechnen, bekommen wir jetzt hinterher dieselben Grössen, die wir 
früher mit W^^X^, Ag) und tv{li, Ag) • Wy(Ai, Ag) bezeichnet haben. In 
der That muss ja Formel (61), in unseren früheren Bezeichnungen ge- 
schrieben, folgendermassen lauten: 

(62) H(X,, X,) . y, = Tr.(Ai, A^) . M, + ^.(A„ A^) • W,U,, A^) • iV,; 

man vergleiche etwa Formel (46) oben. Wir können sagen, dass 
Gordan s hiermit geschilderte Entwickelung dieser Formel die genaue 
Umkehr der unsrigen ist. Der weitere Gang der Rechnung ist dann 
beiderseits derselbe. Um die y^ durch die A und die sonst gegebenen 
Grössen auszudrücken, führen wir in (62) statt M^, N^ die Ausdrücke 



'1 12/; ' '"1 144 . /; « 

ein, d. h. Quotienten, welche in A^, Ag und /iii, ^ gemeinsam von der 
ersten Dimension sind, und berechnen dann diese als rationale Functionen 
der a, /5, y, V in der Weise, wie es in § 9 speciell für m^ ausge- 
führt wurde. 

Wir verweilen noch einen Augenblick bei Gordan's Ableitung der 
Formel (62). Offenbar können wir dieselbe folgendermassen in Worte 
fassen. Da die y^ bilineare Formen der A^, Ag und ft^, /Xg sind, so 
verlangt ihre Bestimmung, wenn wir Ag (was gestattet ist) beliebig 
annehmen, sodann A^ : Ag aus der zugehörigen Ikosaedergleichung ge- 
funden haben, nur noch die Kenlitniss der ^i, fig. Diese nun gewinnen 
ijoir, indem tmr die beiden in ft^, ftg linearen Invarianten jlfj, N^ 
heranziehen und sie als rationale Functionen der A^, Ag und a, ß, 
y, V berechnen. In der That haben wir so zwei lineare Gleichungen 
für (ii, /Lig; lösen wir dieselben nach /l^i, ftg auf und tragen die ent- 
stehenden Werthe in die Formel für y„ ein, so haben wir das gesuchte 
Resultat, dasselbe, welches in abgekürzter Form durch (62) vorgestellt 
wird. — Oder wir können auch so sagen. Setzen wir Jfj = 0, so 
bestimmen wir damit in der binären Mannigfaltigkeit ft^ : ftg ein erstes, 
zu dem Elemente A^ : Ag contragredientes, oder, allgemeiner ausgedrückt, 
covariantes Element. Ein zweites, ebensolches Element gewinnen wir, 
wenn wir ^^ = nehmen. Unsere Aufgabe ist es, dasjenige Ele- 
ment innerhalb ft^ : ftg zu finden, welches durch y^ = repräsentirt 
wird. Wir erledigen diese Aufgabe in (62), indem wir y^ aus den 
beiden covarianten Elementen Jf^, iV^ mit Hülfe geeigneter Coeffi- 
cienten zusammensetzen, also genau nach denselben Grundsätzen der 
„typischen Darstellung" verfahren, welche wir schon oben bei Be- 
sprechung der Tschimhaustransformation benutzten. — Die hiermit 
bezeichnete Auffassungsweise wird später in verallgemeinerter Form 
wiederholt zur Geltung kommen. 
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§ 12. Die Normalgleiohiing der r,. 

In unserer allgemeinen üebersicht der verschiedenen zur Losung 
der Gleichung fünften Grades eingeschlagenen Wege haben wir oben 
(II, 1, § 1) die Methode der Besolventenhädung von derjenigen der 
Tschimhamtransformation getrennt, dabei aber bemerkt, dass man die 
eine Methode immer in die andere umsetzen kann. Indem wir die 
Hauptgleichungen fünften Grades direct mit Hülfe der Ikosaederglei- 
chung lösten, haben wir die Methode der Resolventenbildung befolgt. 
Sollen wir statt ihrer die Methode der Tschirnhaustransformation zur 
Darstellung bringen, so werden wir irgend eine der Resolventen 
fünften Grades, die wir in I, 4 für die Ikosaedergleichung aufgestellt 
haben, als Normalgleichung zu Grunde legen müssen. 

Am zweckmässigsten scheint in dieser Hinsicht die Resolvente 
der ry, die wir in § 9 1. c. construirten und der wir damals die fol- 
gende Form ertheilt haben: 

(63) Z:Z— 1:1 =(r — 3y(f — llr + 64) 

: r (r2 — lOr + 45)^ 
: - 1728. 

In der That haben wir bereits früher (§ 13 1. c.) die w>, v^ durch 
Ty rational dargestellt: 

12 12 



Uv = -:; z-z T-Tv , Vv = 



rj — lOr^+45' "" r^ - 3 



tragen wir diese Formeln in unsere jetzige: 

«/V = m^ • Wv + Wi • tiy • Vy 

ein, so erhalten tmr unmittelbar die Darstellung der y^ durch die Wurzeln 
der Normalgleichung (63): 

. = ^M^ -3)m, + 144n, 

^^^^ ^' (r, - 3) (r3 - lOr^ + 45) ' 

Es fragt sich nur noch, wie wir: 

als rationale Function des y^ berechnen. Wir werden hier einen 
ähnlichen Weg einschlagen, wie soeben (in § 9) bei der Berechnung 
von m^. Sei der Kürze halber: 

fy(Aj, Ag) = tv, 1, ^v(f*i, f*2) ^"^ ^v, 2; 

SO schreiben wir der Reihe nach: 

2/; . /, 
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Hier ist /i • /i, wie wir wissen, gleich (a* — ß^ -{- aßy). Nun können 
wir in ganz entsprechender Weise (durch Zurückgehen auf die expli- 
citen Werthe in A^, A2 und ft^, [I2) die beiden Bestandtheile des 
Zählers berechnen. Denken wir uns einen Augenblick statt der A, (i 
die y eingeführt, so sind diese Bestandtheile solche ganze Functionen 
der ffy die ungeändert bleiben, wenn man diejenigen vier y, welche von 
unserem festen y^ verschieden sind, in beliebiger Weise, resp. in gerader 
Weise, permutirt. Nun sind die Potenzsummen dieser vier y ganze 
Functionen von y^, a, ß, y, ihr Diflferenzenproduct aber ist gleich 
5V : (y^* + 2ayy + |8), wo (y* + 2ay + ß) den durch 5 dividirten 
Differentialquotienten der linken Seite unserer Hauptgleichung be- 
zeichnet Daher wird [^v, 1 • A + ^^ 2 * /i] ^^^^ ganze Function von 
yv, cc, ß, y sein, [t^ i- f^ — ti^ 2 • /i] ^t&er in das Frodiuit einer solchen 

ganzen Function und der Grösse . , ^ r-5 zerfallen. Es ist un- 

nothig, dass ich in die Einzelheiten der Rechnung eingehe; ich will 
also nur das Resultat mittheilen*). Man findet: 

(65) 2{a^-ß^-\'aßy)r, 

= [(«y + 2^«) y/ + («« - ßy) y/ - ba'ß • y, + (4«^ + 13«/3«)y, 

+ (11«^ + 9«^^)] - [(«y.3 + ^y/ + O v;^ + 2V+1] • 

Fassen wir zusammen, so haben wir Folgendes: Wir haben in 
(65) die Tschimhamtransformation, welche die gegebene Hauptgleichung 
in die Normalgleichung (63) verwandelt; haben mr sodunn die Wurzeln 
rv der letzteren bestimmt, so gibt uns (64) die expliciten Werthe der ge- 
suchten y,.. 

§ 13. Die Bring'sohe Transformation. 

Ich habe die Formeln des vorigen Paragraphen um so lieber aus- 
führlich mitgetheilt, als sich aus ihnen, wie ich jetzt zeigen werde, 
alle Formeln ableiten lassen, deren man bei Durchführung der Bring- 
sehen Transformation bedarf**). Es seien y^, y^, y^, y^, y^ und 
Vq} Vi} Vij y%y yi ^^^ Coordinaten zweier Punkte der Hauptfläche, welche 
derselben Erzeugenden erster Art angehören. Dann erhalten wir für 
die entsprechenden Hauptgleichungen die nämlichen Z und r^***), 



*) Siehe Math. Ann. t. XII, pag. 656. 
**) Siehe die analogen Formeln bei Gordan in Bd. 13 der Math. Annalen, 

pag. 400 ff. 

*♦♦) Oder richtiger Z^ und rv, 1 , wie wir schon im vorigen Paragraphen hätten 

schreiben können. 
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während wir die übrigen bei ihnen in Betracht kommenden Grossen 
je durch Zufügen eines Äccentes unterscheiden^ also den a^ ß, y^ A, 
m^y n^ der ersten Gleichung bei der zweiten Gleichung a% ß\ y\ V, 
nij^y n/ entgegenstellen wollen. Ich sage nun, d€iss eine doppdte An- 
wendung der Formeln (64), (65) genügt ^ um die eine der Hauptglei- 
chungen in die andere zu transformiren, bez. ihre Wurgdn durch die 
der zweiten auszudrücken. Wir wollen die Gleichungen (64), (65), 
wenn sie mit accentuirten Buchstaben geschrieben werden, der Kürze 
halber als (64'), (65') bezeichnen. Dann besteht das ganze hier 
nothig werdende Verfahren evidenter Weise darin, dass wir das eine 
Mal, vermöge (65), die n durch die y,. und dann, vermöge (64'), die 
yy' durch die Vy ausdrücken (was die gesuchte Transformation ist), 
dass wir dann aber rückwärts, vermöge (65'), die Ty als Functionen 
der tfy berechnen und nun aus ihnen, durch (64), die y^ finden. 

Die Bring'sche Theorie erledigt sich durch einen specieUen FaU des äUge- 
meinen^ hiermit gegebenen Ansatzes. Die Erzeugende erster Art nämlich, 
welche den Punkt y trägt, begegnet der Curve a = in drei Punkten: 
wir erhalten die Bring'sche Transformation, wenn wir einen dieser Punkte 
als y wählen. Analytisch heisst dies, dass wir m^, n^ so bestimmen 
sollen, dass in der Hauptgleichung für y' der Term mit y'^ fortfällt 
Ein Blick auf die allgemeine Hauptresolvente, I, 4, § 12, ergibt uns 
sofort die cubische Gleichung, der i»/, n/ demzufolge genügen müssen, 
mit anderen Worten: die cubische Hülfsgieichung , deren die Bring'sche 
Theorie bedarf] es ist folgende: 

(66) 8m^ + 12m^n + ^'^''1"^'*' = 0. 

Sie hängt, wie a priori deutlich, nicht mehr von dem einzelnen Punkte 
y ab, sondern nur noch von der Erzeugenden erster Art, auf welcher 
dieser Punkt gelegen ist, bez. von den 60 Erzeugenden, welche aus der 
genannten vermöge der geraden CoUineationen entstehen. — Wir haben 
betrefifs der Bring'schen Theorie nichts weiter hinzuzufügen; höchstens 
könnten wir noch darauf aufmerksam machen, dass (65') jetzt sehr 
einfach wird, indem «' = ist*). Auch wird es nützlich sein, her- 
vorzuheben, dass wir bei der trinomischen Gleichung, welche vnr durch 
Ausführung der Bring'schen Transformation erhalten, allemal von 
vorneherein die Quadratwurzel aus der Discriminante kennen. 



*) In ähnlicher Weise, wie die Bring'sche Transformation vermöge (66), er- 
ledigt sich mit Hülfe einer Gleichung vierten Grades die Aufgabe, aus der 
gegebenen Hiiuptgleichung eine andere herzustellen, für welche ß' s=s ist. Auf 
die Durchführbarkeit dieser Aufgabe hat, wie es scheint, zuerst Jerrard aufmerk- 
sam gemacht [Mathematical ßesearches, 1834]. 
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§ 14. Die Normalgleiohang von Hermite. 

Nun wir die Bring'sche Theorie so einfach mit unseren Ent- 
wickelungen in Zusammenhang gebracht haben, wollen wir das Gleiche 
mit der Normalform versuchen, welche Hermite der Lösung durch 
elliptische Functionen zu Gi;unde legt. Wie wir oben sahen (II, 1, 
§ 4), lautet dieselbe folgendermassen : 

(67) Y^ - 2^.53 .w*(l ~ w8)2. Y— 2« >/5^.w3(l — uy (1 + w«) = 0, 

wo u^ = x^ Wir werden fragen, ob diese Gleichung in der allgemei- 
nen Hauptresolvente der Ikosaedergleichung als specieller Fall ent- 
halten ist, sobald wir Z (die rechte Seite der Ikosaedergleichung) gleich 

rßft>i Sl. — :^ (1 ^ X« + ^r 

setzen, wie wir dies oben (I, 5, § 7) thaten, als es sich um die Auf- 
lösung der Ikosaedergleichung durch elliptische Modulfunctionen han- 
delte, — wir werden fragen, weshalb Hermite bei seinen Unter- 
suchungen gleich anfangs zur Bring'schen Form geführt werden 
konnte, während doch jede Hauptgleichung fünften Grades (durch Ver- 
mittelung der Ikosaedergleichung) mit Hülfe der elliptischen Func- 
tionen gelöst werden kann, und die Bring'sche Form unter den 
unendlich vielen Hauptgleichungen mit einem Parameter, die es gibt, 
keineswegs die einfachste ist. 

Zur Beantwortung dieser Fragen setzen wir in (66) für Z die in 

(68) angegebene Function von x^ ein. Der Erfolg ist, dass die culische 
Gleichung (66) reducibel wird. In der That genügen wir derselben, 
wie man sofort bestätigt, wenn wir 

m : w = 3^2 : 2 (2 — 5x2 -f 2^^) 

wählen. Ich will dementsprechend setzen: 

(69) m==3x2(i ^^2)^ w = 2 (1 -f x^) (2 - 5x2 + 2x^). 

Die Coefficienten der in I, 4, § 12 gegebenen Hauptresolvente ziehen 
sich dann beträchtlich zusammen, so dass wir die Gleichung erhalten: 

(70) y5-2*.3«.5.x^o(i_^2)2.y_26.3io.^i2(i_^2)2(i_p^2)_0. 
Hier brauchen wir nun für y nur noch zu substituiren: 

(71) y = ^'Y, 

um genau die Hermite'sche Gleichung zu finden. 

Unsere erste Frage ist also zu i^ahen. Zugleich wird man die Be- 
antwortung der zweiten Frage in dem Umstände erhlicken, dass Hermite 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 14 
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nicht mit den rationalen Invarianten g^y g^t sondern durchweg mit x^ 
operirte. 

Berechnen wir jetzt ftlr die Hermite'sche Gleichung, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, für (70) das zugehörige Z^, so kommen wir 

natürlich bei richtiger Wahl des Vorzeichens von V zu ^ zurück*). 

Aber auch für Z2 kommt ein sehr einfacher Werth; man findet, indem 
man in dem Ausdrucke für Z^ das Vorzeichen von V umkehrt: 

n9\ 7 _ (1 + Ux» + x^)« ^. 

^^^^ ^2— io8x»(l-x*)* • ^ 

Es ist dies, tjoie in der Theorie der elliptiscJien Functionen gezeigt wird^ 

einer der drei Wcrthe, welche aus ~- durch quadratische Transformation 

des elliptischen Integrals entstehen. Wir können den interessanten Zu- 
sammenhang der Bring^schen Curve mit der quadratischen Transfor- 
mation der elliptischen Functionen, der sich hier darbietet, an dieser 
Stelle leider nicht weiter verfolgen***). 

Wir begnügen uns hier, indem wir bis auf Weiteres diese Ent- 
wickelungen abbrechen, mit der Thatsache, dass sich die Bring'schen 
und Hermite'schen Formeln den unseren einfügen. Erst im fünften 
Kapitel werden wir unter allgemeinen Gesichtspunkten auf unsere 
jetzigen Resultate zurückkommen und die Frage zu beantworten 
suchen, welchen theoretischen Werth dieselben besitzen mögen. 

*) Man hat dabei (für (70)) V = 2^« • 3«« • x«* (1 — x«)* (1 — 6x* + x*) zu 
Dehmen. 

**) Vergl. Gordan ^ 1. c. , oder auch meine bereits genannte Mittheilung in 
den Rendiconti des Istituto Lombardo vom 26. April 1877. 

***) Man vergl. meine Abhandlung: lieber die Transformation der elliptischen 
Ftmctionen und die Auflösung der Gleichungen fünften Grades im 14. Bande der 
Mathem. Annalen (1878), insbesondere p. 166 ff. dortselbst. 



Kapitel IV. 
Das Problem der A und die Jaeobfselieii Gleicbangen sechsten Grades. 

§ 1. Zielpunkt der folgenden Entwickelnngen. 

Im vorigen Kapitel haben wir zwei Reihen binärer Veränder- 
licher Aj, I2 ^^d fi^y (I2 betrachtet, welche simultan homogenen Iko- 
saedersubstitutionen und ausserdem einem Processe, den wir Vertau- 
schung von A, fi nannten, unterworfen wurden. Wir haben ferner 
gewisse bilineare Formen der A, ^ in Untersuchung gezogen, die wir y^ 
nannten. Die y^ erfuhren bei den in Rede stehenden Transformationen 
der A, (i ihrerseits lineare Substitutionen der einfachsten Art, nämlich 
blosse Vertauschungen; und zwar sämmtliche Vertauschungen, die 
möglich sind; sollen wir also ein zugehöriges Formenprohlem der y 
aufstellen, so findet dieses in der Gleichung fünften Grades, der die 
j/v genügen, d. h. in der Hauptgleichung j seinen vollständigen Aus- 
druck. Wir können in diesem Sinne behaupten, dass wir uns im 
vorigen Kapitel mit einem Formenprobleme beschäftigt haben, das 
durch Betrachtung der simultanen Substitutionen der A, fi entsteht. 

Es soll nun im Folgenden eine Fragestellung ganz ähnlicher Art 
(die übrigens im Grunde noch einfacheren Charakter besitzt) be- 
handelt werden. Die simultanen Ikosaedersubstitutionen der A, fi waren, 
wie wir es nannten, contragredient: wir wollen jetzt zwei Reihen binärer 
Variabler in Betracht ziehen: 

A A • A ' A ' 

"-i; "'2 7 "'1 ? '*'2 > 

welche simultan jeweils denselben ITcosaedersubstitutionen unterworfen werden, 
somit als cogredient bezeichnet werden Jcönnen. Auch bei ihnen bilden 
wir gewisse bilineare Formen, nämlich die symmetrischen Functionen: 

(1) Ao = 2" (1 2 I ^2^1 )} ^1 '^^ ^2^2 f A2 = A^Aj , 
d. h. die Coefficienten derjenigen quadratischen Form: 

(2) AiZi^ + 2/^z^Z2 — Ag^gS 
welche durch Ausmultiplication der Factoren 

Ag^i — Ai^2 f ^2 ^1 — ^1 ^2 
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entsteht. Wenn wir die A, X' den 120 homogenen Ikosaedersubstitu- 
tionen unterwerfen, oder untereinander vertauschen, so erfahren diese 
A im Ganzen 60 ternäre lineare Substitutionen, denn die einzelnen A 
bleiben sämmtlich nicht nur bei Vertauschung der A, X' ungeändert, 
sondern auch dann, wenn wir A^, ^2, A^', X^ simultan im Vorzeichen 
umkehren*). Wir werden uns mit dem ternären Formenprohlem£ be- 
schäftigen, welches durch Betrachtung der hiermit definirten Suhstitu- 
tioneft erwächst. 

Wir sagten bereits, dass dieses Formenproblem der A im Grunde 
einfacher ist, als das der y. In der That werden wir mit unseren 
Ueberlegungen und Rechnungen durchweg auf das gewöhnliche Ikosaeder-' 
problem zurückgehen können, aus dem sich dann die .von uns ge- 
suchten Resultate durch ein bestimmtes, in der modernen Algebra 
wohlgekanntes Uehertragungsprincip ergeben, so zwar, dass die Durch- 
führung unserer Aufgabe beinahe wie eine Uebung in der Anwendung 
gewisser, der Invariantentheorie angehöriger Grundsätze erscheint**). 
Wir würden nach demselben Schema auch den Fall von 3, 4, • • • Reihen 
binärer Variabelen, die den Ikosaedersubstitutionen oder irgend «welcher 
anderen Gruppe binärer Substitutionen in cogredienter Weise unter- 
worfen werden, behandeln können. Wenn wir unter diesen unendlich 
vielen so zu sagen gleichberechtigten Formenproblemen eben das be- 
zeichnete herausgreifen, so geschieht es, weil wir dasselbe bei der 
ferneren Betrachtung der Gleichungen fünften Grades gebrauchen. 
Wir werden bald erkennen, dass die allgemeinen Jacöbischen Gleichungen 
sechsten Grades, auf welche sich die KronecJcer'sche Theorie der Glei- 
chungen fünften Grades stützt. Besolventen unseres Problems der A sind. 
Indem wir statt ihrer überall das Problem der A selbst substi'tuiren, 
werden wir in einfachster Weise dazu gelangen, die verschiedenen, 
bei den Jacobi^schen Gleichungen sechsten Grades von anderer Seite 
gefundenen Resultate von unserem Standpunkte aus zu verstehen und 
so für die allgemeine Behandlung der Gleichungen fünften Grades 
eine gleichförmige Grimdlage zu gewinnen, welches nichts anderes ist 
als eine rationelle Theorie des Ikosaeders***). 



*) Die Substitutionen der A sind hiemach holoedrisch isomorph mit den 60 
gewöhnlichen, nicht homogenen Ikosaedersubstitutionen. 

**) Das betr. Uebertragungsprincip ist im Wesentlichen dasselbe, dem Hesse 
in Bd. 66 des Crelle'schen Journals (1866) eine Abhandlung gewidmet hat. 

***) In ähnlicher Weise, wie die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades, 
können die allgemeinen vom {n + 1)*®^ Grade, die wir oben (II, 1, § 3) besprachen, 

n 4- 1 

durch parallellaufende Formenprobleme ersetzt werden, welche sich auf die — ^ — 
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Die Disposition für die folgenden Entwickelungen ist mit dem, 
was wir sagten, bereits gegeben. Es gilt zunächst, das Problem der 
A in expliciter Form aufzustellen, wobei wir wieder in ausgiebiger 
Weise von geometrischer Interpretation Gebrauch machen werden. 
Indem wir sodann die zugehörigen Resolventen studiren, gewinnen 
wir den Uebergang zu den Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades 
und den auf dieselben bezüglichen Untersuchungen von Brioschi 
und Kronecker. Ich wende mich schliesslich zur Auflösung unseres 
Problems und zeige, dass sich dieselbe mit Hülfe einer Ikosaederglei- 
chung und einer zutretenden Quadratwurzel, in genauer Analogie mit 
der im vorigen Kapitel dargelegten Gordan'schen Theorie, durch- 
führen llisst*). 

§ 2. Die Substitutionen der A; invariante Formen. 

Um jetzt zunächst die Substitutionen unserer A explicite zu be- 
ßtimmen, recurrireu wir auf die erzeugenden Ikosaedersubstitutionen 
S und T, bez. U. Wir hatten für die Aj, A^: 

( S: A,' = + f»A,, V = + «%; 

1/5 . A/ = + (f - e') A, + (£« - £») A„ 
YE • A/ = + (f* - ««) Aj + (£ — £*) Ag; 

(J l Aj — — — |— A2, A2 — "i" A|^. 

Indem wir dieselben Formeln für die A/, Ag' anschreiben**), erhalten 
wir aus (1) für unsere A folgende Substitutionen: 

o l Aq = Aq, Aj = £ A, A2 = ^^21 

y5.Ao'= A„ + A, + A„ 
T: h/5 • A/ = 2Ao + {e' + s^ \ + (e + e') A,, 

[Yö ■ A; = 2Ao + (6 + a*) Ai + ie' + s') A,; 
, ty : Aq == Aq, Aj = A2, A2 = Aj, 



(3) 



T: 



(4) 



Variabelen A^, Aj, *" • A» — 1 bezaehen. Ich habe dies für n = 7 im 16. Bande 

der Math. Annalen (1879) in Ansfübrung gebracht, siehe insl^esondere pag. 
*268— 275 daselbst. 

*) Die hauptsächlichen bei der folgenden Darstellung zu benutzenden lieber- 
legungen sind von mir am 18. Nov. 1876 der Erlanger Societät vorgelegt worden 
[Weitere üntersuchv/ngen über das Ikosaeder, I]; man vergl. femer den zweiten 
Abschnitt meiner im zwölften Annalenbande (1877) unter gleichem Titel erschie- 
nenen Abhandlung. Die Entwickelungen §8 — 13 wurden jetzt erst hinzugefügt. 
**) Es wird, wie ich hoffe, kein Missverständniss erzeugen, dass die Buch- 
staben X/, X^' gerade auch in den Formeln (3) linker Hand, in natürlich ganz 
anderer Bedeutung, gebraucht worden sind. 
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die, gleich (3), alle die Determinante + 1 haben. Aus ihnen setzen 
sich die 60 überhaupt existirenden linearen Substitutionen der A nach 
dem alten Schema (I, 1, § 12) zusammen: 

(5) Ä^, S^TS% S^U, S^TS'U (^, v = 0,\, 2, 3, 4). 

Was jetzt die invarianten Formen angeht, d. h. diejenigen ganzen 
homogenen Functionen der A, welche bei den Substitutionen (5) un- 
geändert bleiben, so gehört zu ihnen jedenfalls die Determinante von (2): 

(6) ^ = Ao^ + AiA2. 

In der That wird dieselbe durch Einführung der X, A' gleich 
(AjAg' — KKY '^^ bleibt also überhaupt invariant, wenn man die 
A, A' simultan irgendwelcher homogenen Substitution von der Determi- 
nante Eins unterwirft. Nehen A wird das volle System der gesuchten 
Formen, wie ich behaupte, nur noch drei Formen beziehungsweise vom 
6*^, 10^^ und 15^^ Grade enthalten. Ist nämlich Ä = 0, so wird 
Aj' = MXiy Ag' = MX27 unter M eine beliebige Zahl verstanden, also, 
nach (1): 

(7) Ao = — iLTAiAg, A, = i^fA2^ Ag = - M A^l 

Die gesuchten Formen verwandeln sich dementsprechend in Multipla 
solcher Formen von A^, A^, deren Grad in den A doppelt so gross ist, 
als der ursprüngliche Grad in den A, und die ausserdem die Eigen- 
schaft haben, durch die homogenen Ikosaedersubstitutionen von A^, Ag 
in sich überzugehen. Nun wird aber das System aller Ikosaederformen 
von der Form zwölfter Ordnung /"(Aj, Ag), der Form zwanzigster Ord- 
nung J?(Ai, A2) und der Form dreissigster Ordnung T(Ai, Ag) gebildet. 
Hieraus folgt unsere Behauptung durch Umkehr. Wir werden sogar 
sagen dürfen, dass, der Identität entsprechend: 

(8) !P = n28f^-H\ 

eine einzige identische Beziehung zwischen den neuen Formen bestehen 
wird, welche in (8) übergeht, sobald wir Ä = setzten. 

Ich will die drei gesuchten Formen mit JB, C, D bezeichnen. 
Indem wir ihre Existenz durch Zurückgehen auf die Ikosaederformen 
fy Hy T erschlossen, haben wir bereits von dem algebraischen Ueber- 
tragungsprincip, welches wir oben in Aussicht nahmen, Gebrauch ge- 
macht. Wir werden dies in höherem Maasse thun, indem wir jetzt 
By Gy D, wenn auch nm* in vorläufiger Form, wirklich aufstellen. Es 
handelt sich dabei um einen zweckmässig angewandten Polarisa- 
tionsprocess. Ist 9?(Ai, A2) irgend eine Form, welche bei den homo- 
genen Ikosaedersubstitutionen der A^, Ag ungeändert bleibt, und sind 
A/, A2' mjt Aj, A2 cogredient, so werden sämmtliche Polaren: 



a*g> 
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• A? + 2 ;.- o- • A/Ajj' + pj^ • A2'^ etc. 



bei den simultanen Substitutionen der X, X' invariant sein. Man bilde 
nun insbesondere für f{X^, Ag), H{X^, X^j ^(^i; ^^2) beziehungsweise 
die sechste^ zehnte und fünfzehnte Polare. Wir erhalten so invariante 
Formen, welche in den X, X' symmetrisch sind, also ganze Functionen 
von Aq, Ai, Ag vorstellen. Indem wir sie als solche anschreiben, 
haben wir die gesuchten Formen B, Gy D gefunden. In der That 
sind diese Formen jetzt nothwendig bei den Substitutionen (4) oder 
(5) invariant, sie haben überdies in den A die Grade 6, 10, 15 und 
verwandeln sich, wenn man die Formeln (7) anwendet, in Multipla 
von f{X^y X2), H{Xiy X2), T(Xiy X^, Ich will hier gleich das Resultat 
der Rechnung mittheilen. Nach Abtrennung geeigneter Zahlenfactoren 
findet man in der geschilderten Weise: 

[B' = 16Ao^~120A,^AiA2 + 90Ao^A,V+21Ao(Ai^+Ag^)-5Ai»A2«, 

0' = - 512 Ao^«+ 11520 Ao^AiAg- 40320 Ao^Ai^Ag^+SSGOOAo^Ai^Ag» 

- 6300Ao''A/A/ - 187(Aii« + A,^^)+ 126AiÖA2^ 

(9){ + Ao(A,'' + Ag^) (22176Ao' — 18480Ao'AiA2 + lOBOAi^A^^), 

D = [Ai-^ - Ag-'] {— 1024 Ao'« + 3840Ao^AiAs, - 3840Ao«Ai2As,^ 

+ 1200 Ao^Aj^Ag''^— 100 Ao'A/Ag* + A,^«+ \^''+2^,^\^ 

+ Ao(Ai^ + Agö) (352 Ao* - 160Ao^A, A^ + 10 A^^ A/) } . 
Ich habe dabei die beiden ersten Formen noch nicht mit B und 
C, sondern mit JB' und C" benannt, weil ich dieselben hernach durch 
Zufügen von Factoren, welche Ä als Factor enthalten, noch modifi- 
ciren will. Erst wenn dies geschehen ist, werde ich die Relation auf- 
stellen, welche D^ gleich einer ganzen Function von Ä, B, C setzt. 
Wenden wir die Substitution (7) auf vorstehende Formen an, wobei 
wir der Einfachheit halber M= 1 setzen wollen, so kommt in üeber- 
stimmung mit dem früher Gesagten: 

JB'= 21./-(A„A,), 

(10) Ic =187.ir(Ai, Ag), 

D = T(ix,,x,y) 

*) Das im Texte eingehaltene Rechenverfitliren wird in den Lehrbüchern der 
Invariantentheorie nach dem Vorgänge von Gordan als üeberschiebimg der qua- 
dratischen Form (2) bezeichnet, und zwar ist (von Zahlenfactoren abgesehen) B' 
die sechste, C die zehnte, D die fünfzehnte Ueberschiebung der entsprechenden 
Potenz von (2) bez. über /*, H, T. Ich habe diese Ausdruckweise und die zu- 
gehörige symbolische Beziehung im Texte nicht angewandt, weil ich in dieser 
Hinsicht keinerlei specifische Vorkenntnisse des Lesers voraussetzen wollte. 
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§ 3. Geometrische Interpretation; Normirung der invarianten 

Ausdrücke. 

Zur Erleicliterung der Ausdrucksweise wie der functionentheore- 
tischen BegrifiFsbildung führen wir jetzt geometrische Interpretation 
ein. Indem wir die Analogie mit den Entwickelungen des vorigen 
Kapitels durchweg festhalten, deuten wir Aq : Aj : Ag als die projectiven 
Coordinaten eines Punktes der Ebene, die Substitutionen der A als 
genau so viele ebene CoUineationen*). Die einaelne invariante Form der 
A stellt dann, gleich Null gesetzt, eine ebene Curve vor, welche bei 
den genannten CoUineationen in sich übergeführt wird. In dieser Hin- 
sicht haben wir zunächst den Kegelschnitt Ä = 0, den wir d^n Fun- 
damentaliegclschniU nennen wollen. Schreiben wir den Formeln (7) 
entsprechend (indem wir wieder M = \ nehmen): 

SO haben wir den variabelen Puukt dieses Kegelschnitts durch einen 
Parameter -j- ausgedrückt. Hiernach werden wir die beiden Para- 

L V 

meter y-, yr, welche in Formel (1) vorkommen, durch zwei Punkte 

des Fundamentalkegelschnitts deuten können. Es sind dies diejenigen 
beiden Ptmite, in decken die ztcei vom Pmilie A an den Fundamental- 
hyclsclifuU lat^hidefi Tangenten defi letzteren berühren. In der That^ die 
Polare des Punktes A in Bezug auf -4 = hat die Gleichung: 

2AoAo' + A, A/ + A^A; = 0, 

*) In entsprechender Weise können wir natürlich jedes Formenproblem 
deuten. Wenn wir im vorigen Abschnitte anders verfahren nnd die binaren 
Formenprobleme durch Punkte der {x + ly)- Kugel interpretirten, so geschah dies, 
weil wir damals nicht nur die reellen, sondern auch die complexen Werthe der 
Variabelen in elementarem Sinne ans€hauti4A von uns haben wollten. — 

Ich knüpfe hieran noch eine etwas andere Interpretation des Problems der 
A. Man setie A^,, = r, A^ = jr + it/, A^ ^ x — ly und deute j:, y, i als recht- 
winkelige Punktcoordinaten im Baume. Beachtet man^ dass die 60 Substitutionen 
der A die Determinante Eins besitzen und A jetzt = x' + y* -j- z* ist, so erkennt 
man, dass den erwähnten Substitutionen nunmehr Drthungen mm den Coordinaten- 
amfangspHrnkt entsprechen. Es sind dies solche Drehungen, bei denen ein be- 
stimmtes Ikosaeder mit sich zur Deckung kommt. Die 6 sogleich im Texte ein- 
zufühlenden Fundamentalpunkte Uefem bei diesex Deutung dieji^iigen 6 Durchmesser, 
welche zwei gegenüberstehende Ecken des Ikosaeders verbinden. Andererseits 
gibt die Gleichung 1)^=0, von der wir sofort zeigen werden, dass sie in 15 
lineare Factoren zeif^Ut^ die 15 Symmetneebenen der Configuration. 

Man kann diese neue Inter^^retation mit derjenigen der 1, i' auf einer 
Kiv^idSehe verbinden, doch gehe ich hierauf nicht ein, weil uns dies zu weit ab- 
fuhren würde. 
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und diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir für die A die Aus- 
drücke (1) und für die A' die Ausdrücke (7), oder die entsprechen- 
den, in denen A' statt A geschrieben ist, substituiren. 

Die Punkte des Fundamentalkegelschnitts gruppiren sich natür- 
lich so, dass unter ihnen Aggregate von 12, 20, 30 ausgezeichneten 
sind, welche beziehungsweise durch 

/■(^i, h) = 0, H{k,, A,) = 0, T(Ai, A,) = 

dargestellt werden; es sind dies zugleich die Schnittpunkte von ^ = 
mit den Curven J5 = 0, C = 0, D = 0. Wir wollen von diesen 
Punkten diejenigen zwei, welche je bei derselben Coliineation fest- 
bleiben, durch eine gerade Linie verbinden. So bekommen wir, den 
Formen /*, Hj T entsprechend, beziehungsweise 6, 10 und 15 gerade 
Linien. Indem wir sodann zu jeder dieser Linien den Pol in Bezug auf 
den Fundamentalkegelschnitt construiren, erhalten wir ausgezeichnete 
Gruppen von 6, 10 und 15 Punkten der Ebene. 
Betrachten wir jetzt die Gleichungsform 

^ = A,2 + AiA,^0. 

Offenbar sind die beiden Ecken des Coordinatensystems 

Aq = 0, Ai = und Ao = 0, Ag = 0, 

welche A = angehören, zusammengehörige Verschwindungspunkte 
von /"; denn beide bleiben bei der Coliineation S [siehe oben, Formel 
(41)] ungeändert. Daher ist Aq = eine der sechs Geraden, die zu /* 
gehören, Aj = 0, Ag = ist der entsprechende Pol. Uebereinstimmend 
hiermit nimmt Aq bei unseren 60 Substitutionen nur folgende 12, 
paarweise bis auf das Vorzeichen übereinstimmende Werthe an: 

(11) +Ao, ± (Ao + c-Ai + £*'A,), 

und es gruppiren sich, in Folge derselben Formeln, mit dem Punkte 
Ai = 0, Ag = nur folgende fünf zusammen: 

(12) Ao : Ai : Ajj = 1 : 2«*^ : 2e\ 

Ich will die sechs solchergestalt ausgezeichneten Punkte als Funda- 
mentalptinJcte der Ebene bezeichnen. Verbinden wir den ersten Fun- 
damentalpunkt mit den fünf anderen, so erhalten wir die fünf Geraden: 

5^Ai — £*^A2 = 0. 

Offenbar sind die linken Seiten dieser Gleichungen sämmtlich als 
Factoren in dem soeben mitgetheilten Werthe von D enthalten. Die 
Curve D = muss sich aber nothwendig gegen alle Fundamen- 
talpunkte gleichförmig verhalten. Die Curve Z) == zerfällt daher in 
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die 15 Yerhindungsgeraden der 6 Fnmlamentalpunkte. Dem entspricht 
die folgende algebraische Decomposition : 

(13) D = 11 (*'A, - **'A) • II ((1 + 1/5) A„ + 6'A, + 6^'A,) 

V 

(v = 0, 1, 2, 3, 4), 

die man leicht verificirt. Wir könnten über die 15 hier auftretenden 
geraden Linien eine Menge interessanter Sätze aufstellen: sie sind die 
15 Geraden, welche zu den Punktpaaren von T gehören, sie laufen zu 
drei durch die 10 Punkte, die wir den Punktepaaren von H coordi- 
nirten*), etc. Ich gehe hier auf diese Sätze nicht näher ein, weil 
vnr sie des Weiteren nicht gebrauchen; übrigens sind dieselben leicht 
erkennbare Uebertragungen der Gruppirungs Verhältnisse, welche beim 
Ikosaeder Statt haben. 

Was die Curven B' = 0, C = angeht, so haben dieselben zu 
unseren sechs Fundamentalpunkten keinerlei ausgezeichnete Relation. 
Eben diesen Umstand wollen wir jetzt benutzen, um B' und C durch 
zwei andere Ausdrücke zu ersetzen. Wir werden statt JB' eine lineare 
Combination B von JB' und Ä^ einführen, derart, dass die Curve 
B = den Fundamentalpunkt A^ = 0, Ag = und daher (als inva- 
riante Curve) sämmtliche Fundamentalpunkte enthält. Desgleichen 
werden wir C" durch eine lineare Combination C von C, Ä^B, Ä^ 
ersetzen, welche, gleich Null gesetzt, eine Curve repräsentirt, die in 
Ai = 0, A2 = 0, also in sämmtlichen Fundamentalpunkten, einen mög- 
lichst hohen singulären Punkt hat. Auf diese Weise finden wir (unter 
Abtrennung geeigneter Zahlenfactoren): 

-o= — =oAq A^Ag 2Aq A^ Ag H-Aj Ag Aq(A^ "t^ h 



(14) 



21 
p_—C'~ 512Ä^ 4- 1760^*5 



187 

= 320Ao^Ai2A2' — leOAo^Ai^A/ + 20Ao'^A/A/ + GA^^A/ 
- 4Ao(A,^ + A,0 (32 Ao*- 20A,^AA + 5A,« A/) + A,^^ + A,^«. 
Offenbar hat B = in Ai=0, A2 = und somit in sämmtlichen 

*) Clehsch hat sich gelegentlich, bei verwandten und doch wieder ganz 
anders formulirten Betrachtungen, mit eben der Figur des Textes beschäftigt und 
die letztgenannte Eigenschaft so ausgesprochen: dass die sechs Fundamentalpunkte 
ein 10-fach Brianchon'scJies Sechseck bilden, (Math. Annalen, t. IV: Ueber die 
Anioend/u/ng der quadratischen Substitution auf die Gleichungen 0. Grades und die 
geometrische Theorie des ebenen Fünfseits, 1871.) 
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Fundamentalpunkten, nicht nur einen einfachen Punkt, sondern einen 
Doppelpunkt, ist also (da wir zeigen können, dass es keine weiteren 
Doppelpunkte besitzt) vom Geschlechte jp = 4. Ebenso hat (7 = in 
jedem der Fundamentalpunkte zwei Spitzen, d. h. einen vierfachen 
Punkt, und ist vom Geschlechte ^ = 0. 

Substituiren wir in unsere neuen JB, C der Formel (7) ent- 
sprechend: 

SO kommt: 

(15) B=-fil„X,), C^-H{l„X,), . 

was man mit (10) vergleichen mag. Die Relation, welche D^ als 
ganze Function der A^ JB, G ausdrückt, wird also folgende, von A 
freien Glieder haben: 

2)2 = - 1728 JB^ + G\ 

Indem wir auf die expliciten Werthe (9), (14) zurückgehen und eine 
hinreichende Anzahl von Termen in Betracht ziehen, finden wir die 
vollständige Formel*): 

(16) D2==,_i728jB5+C3_|-720^Ci?3-80^2cr2jg^ 64^3(5 £2-^(7)2. 

§ 4. Das Problem der A und seine Beduetion. 

Das Problem der A, wie wir es in Aussicht nahmen, ist durch 
die jetzt explicite gewonnenen Formeln (6), (9), (14) für JL, JB, (7, D 
und die Relation (16) vollkommen bestimmt. Wir denken uns die 
J., JB, C, D ihrem Zahlenwerthe nach in üebereinstimmung mit (16) 
irgendwie gegeben: unser Problem verlangt^ die zugehörigen Werthsystenie 
der Aq, Ai, Ag isu bestimmen. Da. A, B, C, D das volle System der 
invarianten Formen bilden, so kann unser Problem nur solche Lö- 
sungen besitzen, welche aus einer derselben durch die 60 Substitu- 
tionen (5) hervorgehen. In der That werden wir, wenn wir die Zahl 
der Lösungen nach dem Bezout'schen Theoreme bestimmen, auf 60 
geführt. Aus den Werthen von A, B, C nämlich ergeben sich zu- 
vörderst 2 • 6 • 10 = 120 Werthsysteme der A, von denen sich aber, 
weil A, B, C sämmtlich gerade Functionen der A sind, je zwei allein 
durch einen simultanen Vorzeichenwechsel der A unterscheiden können. 
Von diesen 120 Werthsystemen wird dann nur die Hälfte den vorge- 
gebenen Werth von D befriedigen können, indem D ja von ungerader 
Ordnung ist. — Alle 60 Lösungssysteme gehen, wie schon gesagt, 



*) Man vergl. Brioschi in t. I der Annali di Matematica (ser. 2, 1867), 
pag. 228. 
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aus einem beliebigen derselben durch die Substitutionen (5) hervor. 
Die letzteren enthalten als einzige Irratioualitat die Einheitswurzel s. 
Wir können also in dem früher (I, 4) dargelegten Sinne sagen: dass 
unser Problem nach Ädjunction von a seine eigene Galois'sche Resolvente 
ist und also eine Gruppe besitzt, welche mit der Gritppe^ der 60 Iko- 
saederdrehungen Jwloedrisch isomorph ist. 

Wir betrachten nunmehr, im Anschlüsse an I, 5, § 4, das parallel- 
laufende Gleichungssystem. Offenbar siud die Verhältnisse von Aq : A^ : A^ 
auf 60 Weisen bestimmt, wenn wir in den Gleichungen: 

(17) J = r, ■ J. = z 

die Werthe von Y und Ä als bekannt ansehen dürfen*): die gesuchten 
Punkte A sind der vollständige Schnitt der Curven sechster, bez. 
zehnter Ordnung: 

B - Y'A^ = 0, C — Z'A^ = 0. 

Aus den 60 Lösungen des Gleichimgssystetyis berechnen iv^ir jetzt die des 
entspreclienden Formenproblems ratio^ial. Man setze nämlich: 

(18) ^ = X. 

Ist dann A^ : A^ : Ag = «o • ^i • ^t ^^^^ ^^^ Lösungssjsteme des Glei- 
chungsproblems, so haben wir offenbar: 

(19) Ao = (>ao> f<i = Q^i, f<2 = 9^27 
unter q den folgenden Ausdruck verstanden: 

^ i) («0 , «1 , «2) ' 
womit das Gesagte bewiesen ist. 

In letzterer Einsicht findet zwischen den früher studirten binären 
Formenproblemen und dem jetzigen temären ein wesentlicher Unterschied 
statt; denn damals bedurften wir, wie wir I, 3, § 2 zeigten, bei nachträg- 
licher Lösung des Formenproblems immer noch einer zutretenden Quadrat- 
wurzel. Es entspricht dies natürlich dem Umstände, dass die Gruppe der 
homogenen binären Substitutionen mit derjenigen der nicht homogeiien 
nur hemiedrisch isomorph war, während jetzt holoedrischer Isomorphismus 
statt hat. Dagegen ergibt sich in einem anderen Punkte wieder Ueber- 
einstimmung. Wir konnten damals, wie wir es^ nannten, die Formen- 
probleme reduciren, d. h. statt der drei an eine Bedingungsgleichung 
gebundenen Grössen JP\, F2, F^, von denen die Formenprobleme ab- 
hingen, zwei unabhängige X und Y setzen, welche selbst rationale 
Functionen der F^, F^, F^ waren, während umgekehrt letztere wieder 

*) Diese Grossen Y, Z sind dieselben, die wir in II, 1, § 7 [Formel (36) da- 
selbst] mit a, b bezeichnet haben. 
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von ihnen rational abhingen. Genau dasselbe erreichen wir bei dem 
Probleme der A, wenn wir die Quotienten X, Tj Z in Betracht ziehen, 
die wir gerade in (17), (18) einführten. Diese X, F, Z sind an sich 
als rationale Functionen der A, By C, D definirt, aber wir können 
umgekehrt auch Ä^ B, C, D durch die X, T, Z rational ausdrücken. 
In der That, dividiren wir in (16) beide Glieder durch J.^*, so kommt 
nach leichter Umsetzung vermöge (17), (18): 

(20) A = ^8 _ 1728 r* + 720 Y^Z^SO YZ^ + 64 (5 Y* ~ZY ' 

während 

(21) B=Y'A\ = Z'A\ D = X'A' 

ist, was die gewünschten Formeln sind. 

Es ist lehrreich, hier auch noch das Problem der y^, welches wir 
im vorigen Kapitel als Hauptgleichung fünften Grades studirten, zum 
Vergleiche heranzuziehen. Wir dachten uns damals neben den Gleichungs- 
coefficienten a, /S, y auch noch die Quadratwurzel V aus der Discrimi- 
nante gegeben, deren Quadrat eine ganze Function der a, ß, y ist. Wir 
erhielten dann 60 Lösungssysteme j/q, y^, y^^ y^, y^f welche wieder 
durch die entsprechenden Verhältnisswerthe y© • 2/i • ^2 • Vs ' Va ^^^^' 
kommen (rational) bestimmt sind. Dies beruht darauf, dass wir, wie 
eben, aus den gegebenen Grössen Quotienten bilden können (z. B. 

- oder ^ ) , die in den y von der ersten Dimension sind. Auch 

können wir das Formenproblem der y reduciren, nur gelingt dies 
nicht so einfach, wie in den anderen Fällen. Die Reduction wird fhat- 
sächlich durch die m, n, Z der Hauptresolvente des ITcosaeders geleistet. 
Wir haben nämlich in I, 4, § 12, § 14 die a, /S, y, V rational durch 
m, n, Z dargestellt, während wir umgekehrt soeben, in II, 3, ausführ- 
liche Methoden gegeben haben, vermöge deren m, n, Z als rationale 
Functionen der c, /S, y, V erscheinen. — 

Ist für das Formenproblem der A -4 = 0, so können wir dasselbe 

ohne Weiteres durch die Ikosaedergleichung ^A^* '^v = ^^^g ^5 

erledigen. Haben wir nämlich aus ihr X^ : Ag bestimmt, so finden wir 
nach Formel (7): 

Aq ! Aj r Ag == Aj^ Ag I /lg • Aj 

und hieraus, wie wir oben sahen [Formel (19)], die Werthe von 

Aqj Aj , Ag SeiDSu. 

§ 5. lieber die einfachsten Itesolventen des Problems der A. 

Wir wollen jetzt die einfachsten Resolventen des Problems der A in 
Betracht ziehen. Nach dem, was wir über die Gruppe des Problems 
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wissen, ist selbstverstaudlich, dass es sich dabei um Resolventen des fünften 
und sechsten Grades handeln wird. Unsere Aufgabe wird nur sein, 
die einfadisten rationalen, bez. ganzen Functionen der A aufzustellen, 
welche bei den uns bekannten Substitutionen fünf bez. sechs Werthe 
annehmen. Hierzu dient uns nun uneder das in § 2 entwickelte Ueber- 
tragungsprincip: wir nehmen die einfachsten ganzen Functionen von 
Aj, ^2, die hei den homogenen Ikosaedersubstitutionen fünf oder sechs 
Werthe annehmen, polar isiren dieselben so oft nach A/, Ag', bis eine in 
den A, A' symmetrisclie Function entstanden ist, und suhstituiren endlich 
statt der symmetriscJien Verbindungen der k, V die ^. 

Was die fünfwerthigen Functionen der Aj, A^, angeht, so waren 
die einfachsten: . " 



Ty ( A| , "2/ ^ l l~ l' 2 1 



8 



2 



3 



2 



(23) 



— O S A,^ A2 ^ £' Aj A2' "t" 6 A2 , 

W,{1„ A2) = - £^^1« + a^n,'k, — la^n.n/ - 7£»Ai^A 

ihnen schlössen sich des Weiteren ^/ und t^Wv an. Indem wir jetzt 
tv dreimal, Wv viermal polarisiren und die A einsetzen, erhalten wir 
entsprechend als einfachste fünfwerthige Function der A: 

\8, = £' (4 VA, - A, A/) + 6«' (- 2\A/ + A,') 
+ 58'(2AoAi* - A,») + 6^" (- 4 VA, + A;-^A,), 
= £ ( 4Aq A2 ~r ^AqAiA2 Aj ) 
+ B^^ (- 6VV + AoAi" + Ai A/) 
+ *»'(- 6 VAi' + AoV + A/A,) 
+ ,4,(_ 4A^BA^ ^ 3AoA,*A, - V)i 

brauchen wir weitere fünfwerthige Functionen, so werden wir den 
Ausdrücken tv^ und tvWv entsprechend d/ und dvS^ hinzunehmen. 
Die Resolvente der dV werden wir sogleich noch ausführlich discutiren. 
Von den Resolventen sechsten Grades der Ikosaedergleichung 
haben wir früher (I, 5, § 15) nur die eine betrachtet, deren Wurzeln 
q> durch die Formeln gegeben sind: 

9^» = öAj A2 , 

9, =(£''V + 2A,A,-£*U,y. 



(24) 



Wir erhalten hieraus durch unser Uebertragungsprincip die folgenden 
Wurzeln einer Resolvente sechsten Grades der A: 

^ ^ U= {e'\ + Ao + e*'\y. 
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Hiermit aber Iwhen mr genau die in Ily 1,§3 gegebenen Definitionsgleichungen 
der Jacöbf sehen Gleichungen sechsten Grades; wir hätten höchstens den 
einen Unterschied zu markiren, dass hier 6" da steht, wo damals 
£**', und umgekehrt. Aber dies ist eine Abweichung bloss in der Be- 
nennung der Wurzeln Zv ßecurriren wir auf die Formehi, welche 
wir 1. c. § 5 des Ferneren bei Besprechung der Jacobi'schen Gleichungen 
mittheilten, so erkennen wir zunächst, dass unsere jetzigen Grössen 
Äy By G mit den dort ebenso bezeichneten genau übereinstimmen. 
Wir können also die Form der früher mitgetheilten Jacobi'schen 
Gleichung ohne Weiteres herübernehmen: 

es fragt sich nur, wie wir dieselbe von unserem Standpunkte aus be- 
gründen wollen. Es fragt sich ferner, inwieweit man das Problem der 
A durch die Gleichung (26) ersetzen kann, und insbesondere, welche 
Bedeutung dabei unsere Form D gewinnt. 

§ 6. Die allgemeine Jacobi*sche Gleichung sechsten Grades. 

Die linearen Functionen der A, deren Quadrate die Wurzeln z 
(25) der Jacobfchen Gleichung sechsten Grades vorstellen, sind uns 
schon in Formel (11) begegnet; wir sahen dort, dass dieselben gleich 
Null gesetzt die Polaren der sechs Fundamentalpunkte in Bezug auf 
den Kegelschnitt -4 = 0, also gerade Linien repräsentiren, die nicht 
etwa selbst durch die Fundamentalpunkte hindurchlaufen. Inzwischen 
können wir statt ihrer Curven einführen, bei denen letzteres der Fall 
ist. Wir erkennen nämlich sofort, dass die Kegelschnitte: 

Zv— A = (v = 0, 1, 2, 3, 4) 

sämmtlich durch Aj = 0, Ag = hindurchgehen, dass also von den 
Kegelschnitten 

z^ — A = 0, Zv — A=^0 

jeder diejenigen fünf Fu/ndamental/punkte enthält, deren Index von dem sei- 
nigen verschieden ist. Wir wollen jetzt die {z — A) als die eigentlichen 
Unbekannten betrachten. Dann gestattet uns der angegebene Satz 
mit Rücksicht auf die in § 3 enthaltene Definition der JB,* (7 sofort, 
die Coefficienten der zugehörigen Gleichung der Art nach hinzu- 
schreiben. Betrachten wir z. B. die Summe: 

i:{Zi - A) {z, - A) {zi - A) 

(summirt über alle von einander verschiedenen Werthe der i, A, Z), die 
den dritten Coefficienten jener Gleichung abgeben wird: sie muss 
einer invarianten Form sechsten Grades der A gleich sein, welche für 
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bis auf einen Zahlenfactor übereinstimmt^ sondern geradezu mit D 
identisch ist. — Was die anderen symmetrischen Functionen der d 
angeht^ so ist jedenfalls: 

ZS = 0, ZS^ = 0, 

denn es gibt keine invarianten Formen vom dritten oder neunten 
Grade. Wir schliessen femer aus dem Verhalten der S gegen die 
Fundamentalpunkte : 

unter i, Z, m geeignete Zahlenfactoren verstanden. Indem wir letztere 
bestimmen, haben wir endlich: 

(29) S^ + 10-B . 8^ + 5(95« — AC) d — D = 0, 

in Uebereinstimmung mit Brioschi*), in Uebereinstimmung ferner mit 
der besonderen Formel, die wir in I, 4, § 11 unter der Voraussetzung 
Ä = abgeleitet haben. Die Discriminante von (29) ist natürlich ein 

volles Quadrat. Es hat keine Schwierigkeit, das Product U {8^ — tf/) 

V < v' 

als ganze Functiori der A, B, C zu berechnen. Für ^ = wird 

dasselbe, nach I, 4, § 14, in — 25 Yö • C^ übergehen. 

Gleichung (29) muss um so interessanter erscheinen, als sie, im 
Sinne unserer früheren Terminologie, die allgemeine Diagonalgleichung 
fünften Grades repräsentirt. Sollen wir es geometrisch ausdrücken, so 
können wir sagen, dass die Formeln (23) für tf^, indem sie die Rela- 
tionen SS = 0, 2S^ = identisch befriedigen, eine eindeutige Ab- 
bildung der Diagonalfläche auf die Ebene der A vermitteln. Diese Ab- 
bildung ist ein specieller Fall jener wohlbekannten, die von Clebsch 
und Cremona för die allgemeinen Flächen dritter Ordnung gegeben 
wurde**), und die dann Clebsch genau in der hier vorliegenden Form 
bei der Diagonalfläche studirt hat***). Denn den ebenen Schnitten 
der Diagonalfläche entsprechen vermöge (23) allgemein solche Curven 
dritter Ordnung, die sich in den sechs Fundamentalpunkten der Ebene, 
welche jetzt die Fundamentalpunkte der Abbildung werden, durchkreuzen. 



*) Bei Brioschi finden sich ursprünglich etwas andere Zahlencoefficienten, 
dieselben sind später von Hrn. Jouhert (Sur Vequation du sixieme degre, Comptes 
rendns t. 64 (1867, 1)) rectificirt worden, siehe insbesondere p. 1237 — 1240 
daselbst. 

**) Man vergl. Salmon- Fiedler' 8 analytische Geometrie des Raumes (3. Auflage 
1879, 80). 

***) Nämlich in der bereits soeben genannten Abhandlung: Ueher die Anwen- 
dung der quadratischen Substitution auf die Gleichungen 5. Grades etc. im vierten 
Bande der Math. Annalen (1871). 
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Hierbei wird der Schnitt der Diagonalfläche mit der Hauptfläche^ wie 
aus (29) hervorgeht, durch B = abgebildet, während die Curven 
-4 = 0, (7=0 zusammengenommen jene beiden Baumcurven sechster 
Ordnung der Diagonalfläche vorstellen, die der geometrische Ort für 
Punkte mit den Pentaedercoordinaten tv sind (II, 3, § 4). Hiermit 
stimmt, dass wir das Geschlecht p der Curven 5 = 0, -4 = 0, C = 
in § 3 des gegenwärtigen Kapitels gleich 4, 0, gefunden haben. 

§ 8. Vorbemerkungen zur rationalen Transformation unseres 

Problems. 

Von den früher besprochenen, auf Jacobi'sche Gleichungen sechsten 
Grades bezüglichen Untersuchungen restiren jetzt noch diejenigen, 
welche sich auf die Aufgabe beziehen, aus einer ersten Jacobi'schen 

Gleichung sechsten Grades durch möglichst allgemeine, in den Y^ 
rationale Transformation eine zweite herzustellen. Ich werde diese 
Untersuchungen von unserem Standpunkte aus darlegen, ohne weiter 
auf die historisch gegebenen Beziehungen einzugehen. Es handelt 
sich für uns darum: drei Grössen B^, B^, Bg in möglichst allgemeiner 
Weise so als rationale homogene Functionen der Aq, A^, Ag jsti he- 
stimmen, dass sie selbst die linearen Svibstitutionen des § 2 erfahren, wenn 
wir die A^, A^, Ag denselben unterwerfen*). 

Durch imsere Forderung ist, wohlverstanden, keineswegs ver- 
langt, dass die einzelne Substitution der B mit derjenigen der A 
identisch sei, es ist nur nothwendig, dass die Gesammtheit der Sub- 
stitutionen beiderseits übereinstimme. Wir kennen bisher zwei Mög- 
lichkeiten, um eine solche Uebereinstimmung zu erzielen: das eine Mal 
setzen wir die Substitution der B mit derjenigen der A in der That 
identisch, das andere Mal lassen wir sie aus der Substitution der A 
hervorgehen, indem wir überall e^ statt s schreiben: das eine Mal 
sprechen wir von cogredienten, das andere Mal von contragredienten 
Variabelen. Im zweitfolgenden Paragraphen werde ich zeigen, wie so 
man a priori zur Unterscheidung gerade dieser beiden Fälle gelangen 
muss, und dass ausser ihnen keine weiteren, die selbständige Bedeu- 
tung hätten, existiren. Einstweilen nehmen wir unsere Fälle als er- 
fahrungsgemäss gegeben und fragen, wie wir sie durch bestimmte 
Formeln zu erledigen haben. 



*) Dass wir gerade homogene Functionen verlangen, ist, wenn man will, eine 
unnöthige Beschränkung, die wir hinterher aufheben können, an der wir aber 
bei unserer Darstellung, um immer unsere geometrische Ausdrucksweise benutzen 
zu können, festhalten. Siehe die analoge Bemerkung in II, 2, § 7. 

15* 
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Es wird zweckmässig sein, die entsprechende Problemstellung zu- 
nächst im binären Gebiete zu behandeln, wo wir sie in den früheren 
Kapiteln schon wiederholt berührt hatten. Es seien Xj, Xg homogene, 
rationale (nicht nothwendig ganze) Functionen von Aj, Ag: 

(30) Xi = g?i (Ai, Ag), Xg = (p^ (A^, A^),. 

wir verlangen, g?^, g?2 so zu bestimmen, dass x^, Xg sich entweder 
cogredient oder contragredient ändern, wenn Aj, Ag den homogenen 
Ikosaedersubstitutionen unterworfen werden. Zu dem Zwecke bilden 
wir uns die doppeltbinäre Form: 

(31) i^(Ai, Ag; /ii, ^2) = lii'q>2 (^1, ^2) — /^2 * 9>i (^1, ^2)- 

Offenbar bleibt dieselbe, wenn wir dieA^, Ag den ursprünglichen, dief^i; f*2 
aber den zugeordneten (cogredienten oder contragredienten) Ikosaeder- 
substitutionen unterwerfen, invariant; denn sie ist gleich ft^Xg — f*2^i> 
und ftj, ftg? ^®2« ^i> ^2 erfahren jeweils identische Substitutionen von 
der Determinante Eins. Umgekehrt, wenn wir eine in diesem Sinne 
invariante Form F der A, ft haben, die in den fi linear, in den A^, Ag 
homogen ist, wird: 

dF 



(32) 



Xi 



^f^2 



_ dF 



eine Losung der gestellten Aufgabe sein. Fs Icommt also einsig darauf 
an, alle invarianten Formen F aufzustellen, 

Bemerken wir nunmehr Folgendes. Haben wir zwei Losungs- 
systeme Xi, Xg; x/, Xg' von (30) gefunden, so bleibt die Determinante 
(xjX^' — ^^^i) bei sämmtlichen Ikosaedersubstitutionen invariant. Die- 
selbe ist aber gleich der Functionaldeterminante der zugehörigen 
Formen F, F' : 

dF cF 



cF' 



eil., 
cF' 



und diese muss also als rationale Function von A^, Ag eine rationale 
Function der Ikosaederformen /"(A^, Ag), -ff (A^, Ag), T{k^^ Ag) sein. Ich 
will jetzt annehmen, dass wir irgend zwei der gesuchten Formen: 
F^y JPg von nicht verschwindender Functionaldeterminante kennen. 
Bringen wir dann die Identität zur Anwendung: 



F^ 



F, 



dF 


dF, 


cF^ 


dfi, 


dii, 


dfi. 


dF 


dF, 


dF^ 


^/^2 


01^2 


dii., 



= 0, 
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so folgt aus dem gerade aufgestellten Satze ^ dass jede der von uns 
gesuchten Formen sich aus F^, F^ in folgender Form zusammensetzt: 

(33) F=R,.F, + R,>F„ 

wo i^i, JRg rationale Functionen der /"(A^, Ag), -ff(Ai, Ag), T(Ai, A2) 
sind. Umgekehrt aber, wenn wir iZ^, JJg ^^s solche rationale Func- 
tionen annehmen und dabei nur dem Gesetze Rechnung tragen, dass 
jP in Ai, Ag homogen sein soll, wird F eine Form der von uns ge- 
suchten Art sein. Daher enthält (33) überhaupt die Losung unserer 
Aufgabe, sobald mr nur zwei unserer Formen, J?\, JP2, ols bekannt an- 
seJien dürfen. Diese Voraussetzung triflFfc aber, sowohl im contragre- 
dienten als im cogredienten Falle, in der That zu. Wir kennen sogar 
beidemal die niedrigsten Formen F^, F^, d. h. diejenigen, deren Grad 
in A], Ag möglichst gering ist. Im contragredienten Falle sind dies 
die beiden N^, Mi, die wir im vorigen Kapitel immer benutzten: 

IF,= N, = ^, {U,%' + A,') + /i, (- A,' + lk,n,% 

l + /i, (26Ai^%» - 39AjU/ - A^*«), 

im cogredienten Falle aber die folgenden beiden: 

Hiermit ist unsere Fragestellung, soweit das binäre Gebiet in Betracht 
kommt, vollständig erledigt*). 

§ 9. Durchfülirung der rationalen Transformation. 

Indem wir jetzt zu den A zurückkehren, können wir bei ihnen 
mit einem Schritte beginnen, welcher dem Uebergange von (30) zu 
' (31) analog ist; mit anderen Worten: statt Elemente B^, B^, B2 zu 
suchen, welche zu Aq, A^, A^ in dem einen oder anderen Sinne cova- 
riant sind, suchen wir lieber eine Invariante, welche beide Reihen von 
Variabelen simultan enthält. Die Möglichkeit hierfür ist, geometrisch 
zu reden, darin begründet, dass in der Ebene B ein unveränderlicher 
Kegelschnitt liegt: 
Bo^ + B.B, = 

*) Was den contragredienten Fall angeht, so hatten wir einen particu- 
lären Fall, der sich hier subsumirt, bereits in Formel (25) von II, 3, § 4 
kennen gelernt. 
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und dass in Bezug auf diesen Kegelschnitt jedem Punkte B^, B^; B^ 
eine gerade Linie, nämlich die zugehörige Polare: 

in CO varianter Weise zugeordnet ist. Wenn also folgende Formeln: 

(36) Bo = 9o (Ai, A^, A3), Bi = 9^ (Ao, A^, Ajj), B^ = g>^ (A^, A^, A^) 
die B den A cogredient oder contragredient zuordnen, so toird die aus 
ihnen abgeleitete Form: 

(37) F (Ao, A„ A,; A«', A/, A,') = 2q>, • A«' + 9, • A/ + 9, • A,', 

sofern mr die A' ebenso substituiren, wie die B, invariant sein. Umge- 
Jcehrt, sobald F in dem erwähnten Sinne invariant ist, sind: 

Formeln der von uns gesuchten Beschaffenheit. 

Wir bemerken jetzt, dass jedes F sich aus dreien, die linear un- 
abhängig sind, in der Form zusammensetzen lässt: 

(39) F=^R,F,-\- B,I\ + Ä, F„ 

wo die üj, JRg, JBg rationale Functionen der von A^, A^, Ag allein ab- 
hängigen invarianten Formen, d. h. rationale Functionen der -4, JB, 
(7, D sind. Umgekehrt werden wir, sobald wir i2,, jRg, JJ3 als solche 
rationale Functionen annehmen, aus (39) immer eine Form F der 
gewünschten Art gewinnen, wobei wir es in der Hand haben, sofern 
wir darauf Werth legen, F zu einer homogenen Function der A^, 
Aj, Ag zu machen. Alles kommt also darauf an, nur noch in beiden 
Fällen drei, in den A möglichst niedrige Formen F^, F^, F^ zu finden. 
Im cogredienten Falle erledigen wir diese Aufgabe direct durch 
Polarenbildung, denen wir die niedersten, bloss A enthaltenden inva- 
rianten Formen, d. h. A, B, (7, unterwerfen. Wir werden nämlich setzen: 

Ao' + A, • A.' + Ai • A/, 



(40) 



F, 




2Ao 


F, 




dB 


Fs 




dC 



A ' _J- A ' _L A ' 



Im contragredienten Falle dagegen recurriren wir noch einmal auf 
das üebertragungsprincip des § 2. Wir werden uns zunächst drei 
Formen 

^(^17 ^2; f*l? (^2) 

verschaffen, welche, bei contragredienten Ikosaedersubstitutionen in- 
variant, in den /i vom zweiten, in den k von möglichst niederem 

*) Ao', Aj', A2' bedeuten hier die laufenden Punktcoordinaten. 
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geradem Grade 2w sind. Dann werden wir diese Sl unter Einführung 
von k' n-mal naeli X, unter Einfuhrung von ft' einmal nach (i polari- 
siren und scMiesslich die symmetrischen Functionen der X, k' durch die 
A, die der fi, fi' durch die A' ersetzen, also schreiben: 

Aq = — (AiA2 H" ^2^1 ); AjL = AgA^ , Ag = k^k^ ; 

(41) . , 
V = — Y ('^i ^2' + ^ ^^'^ ' '^i' = ^^ ^2' . V = — /^i /*/• *) 

Die Formen £lj welche hier die zweckmässigsten sind, können wir 
den früher citirten Angaben von Hrn. Gordan entnehmen. Als Sl^ 
wählen wir die Form t, die wir in § 11 des vorigen Kapitels (Formel 
(60) daselbst) mitgetheilt haben: 

(42) ß, = (i,' (- A/ - 3A, A/) + 10/ii/i, . A^U/ + ^i,^ (3k^% - A/). 

Um sodann Äig zu gewinnen, bilden wir von der ebendort angegebe- 
nen Grundform a und dem noch so eben benutzten N^ die Functional- 

determinante: 

da da 

Wir erhalten so: 

(43) 5i2 = ^/(-10VV + 20W) + 2/ii/i2(- V+ 14VV+V') 

+ /i/ (- 20 V V - 10 W). 

Endlich ziehen wir als il, das Quadrat von N^ heran: 

(44) Ä, = f/ti (- 7 A.%« - A,0 + Vii W - 1 ^1*^/)]*- 

Indem wir jetzt unseren Umwandelungsprocess zunächst auf Sl^ an- 
wenden, entsteht, nach Wegwerfung eines Zahlenfactors, die folgende 
einfachste Form F^, dritten Grades in den Aq, A|, A,: 

(45)F, = 2Ao'(2Ao'-3AoAA)-A/(3AoA,«+A,«)~A,'(3AoA,^-fA,^. 

Wir behandeln jetzt ii^ (43) ^ ähnlicher Weise, subtrahiren aber 
vom Resultate der Vereinfachung halber noch ein geeignetes Multi- 
plum von A • F^. So entsteht: 

(46) F, = 2 Ao' (- 8 Ao'A A + 6 AqA.^A^* - A,^ — A,^) 

-f a; (16Ao'A2^ - 8Ao*A,3 - 4AoAA' + 2A/A,) 
+ A/ (16VV-8Ao%'-4AoA,«A, + 2AiA20. 

*) Natdrlich könnten wir auch im cogredienten Falle genau so verfahren; 
wir würden dann aber keine anderen Resultate erhalten, als die ohnehin mitge- 
theilten, und nur den Polarisationsprocess, der uns oben zu den Ä, B, C\ TJ ge- 
führt hat, noch einmal wiederholen. 
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Wir bebandeln endlicb H^ (44) und erhalten nach Subtraction geeig- 
neter Multipla von A* • F^ und A • F^: 

(47) F, = 2A„' (32 VA.»A/-4Ao«(Ai'* + A/) - 16AoA,»A,» 

+ 3A.A,(A,^ + A/)) 
+ A/(-32A„5A^ü_f.48A„4Ai'-32Ao'AiA/- 4Ao*Ai*A, 

-f- 14A^A| A2 i5Aj'*A2 A2 j 
+ A/(— 32A„5Ai''+48A„^A/— 32A„»Ai='Ai— 4Ao*AiA/ 

-f-i4A^Aj Ag oAj Ag Aj j. 

Indem wir die so gewonnenen F^ t\, F^ in (39) und hierdurch in 
(38) eintragen, ist auch im contragredienten Falle unserer Aufgabe 
vollkommen entsprochen. 

§ 10. Grappentheoretische Bedeutung von Gogredienz und 

Gontragredienz. 

Wir kehren jetzt zu der gruppentheoretischen Frage zurück, zu 
der wir bei Beginn von § 8 geführt wurden. Die linearen Substitu- 
tionen der B sind denen der A jedenfalls holoedrisch isomorph; es 
handelt sich also in letzter Linie um die Aufgabe, zu untersuchen, auf 
wie viel verschiedene Weisen man eine Gruppe von 60 Ikosaedersub-' 
stitutionen: 

(48) n, ^1, ••••••• n» 

holoedrisch isomorph sich selbst zuordnen kann. Zwei Arten dieser 
Zuordnung sind durch Gogredienz und Gontragredienz gegeben; wir 
wollen zeigen, dass auf sie alle anderen im Wesentlichen zurück- 
kommen. 

Ich muss dabei von vorneherein sagen, welche Umordnungen von 
(48) als unwesentlich betrachtet werden sollen. Es sind diejenigen 
Umordnungen, welche im Sinne unserer früheren Erläuterungen (I, 1, 
§ 2) durch Transformation entstehen, welche also F* je durch V ~~^VkV' 
ersetzen, unter F' eine beliebige Operation von (48) verstanden. Bei 
den Anwendungen, die wir zu machen haben, können wir nämlich 
eine solche Umordnung immer als blosse Aenderung des Goordinaten- 
systems deuten. Man ersetze die Variable Zy die den Ikosaedersub- 
stitutionen (48) unterworfen wird, durch z' = V'(js)y so wird an Stelle 
der Operation F* durchweg F'"" ^ VkV treten. Analog, wenn wir die 
Vk als die ternären Substitutionen unserer A^^, A^, Ag deuten. 

Wir recurriren jetzt, indem wir uns vornehmen, wiederholt das 
gerade formulirte „Trausformationsprincip*^ zu verwenden, auf die Er- 
zeugung der Ikosaedergruppe aus zwei Operationen S und T, von 
denen die erste die Periode 5, die zweite die Periode 2 besitzt (I, 1, 
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§ 12). Wir werden die Zuordnung, die wir suchen, bestimmt haben, 
sobald wir angeben, welche Operationen S\ T den S, T entsprechen 
sollen. Hier wird S' jedenfalls wieder die Periode 5 besitzen müssen. 
Nach I, 1, § 8 gibt es aber innerhalb der Ikosaedergruppe überhaupt 
24 Operationen von der Periode 5, von defien 12 mit S, 12 andere 
mit S^ gleichberechtigt sind. Wenn wir also bei der von uns ge- 
suchten Zuordnung eine Modification derselben durch geeignete Trans- 
formation der Gruppe zu Hülfe nehmen, Jcönnen wir auf alle Fälle S' 
entweder = S oder = S^ setzen. Ist dies geschehen, so bleibt S' un- 
geändert, wenn wir F* allgemein durch S~~^VkS* ersetzen (v = 0, 
1, 2, 3, 4). Man beachte jetzt die 15 Operationen von der Periode 2, 
welche in (48) enthalten sind. Wenn wir v in der gerade genannten 
Transformation geeignet wählen, so können wir die einzelne Operation 
von der Periode 2 immer auf eine der folgenden drei zurückführen: 

T, TU, U, 
wo U in I, 1, § 8 definirt ist [man vergl. I, 2, § 6]. Haben wir 
daher über S' in der gerade genannten Weise verfügt, so genügt es, T irgend 
einer der drei Operationen T, TU, U gleich m setzen. Man vergleiche jetzt 
die Periodicitätsangaben in I, 2, § 6. Denselben zufolge hat ST die 
Periode 3; es muss also auch S' T die Periode 3 haben. Nun findet 
man aber ebendort für ST, STU, SU, S^T, S^TU, iS^ Z7 beziehungs- 
weise die Perioden 3, 5, 2, 5, 3, 2 angegeben. Daher kann S'T' nur 
entweder wieder ST oder S^TU sein. Es bleiben also überhaupt bloss 
zwei MÖgUchkeiten: das eine Mal setzen wir S' = S, T = T, das andere 
Mal S' = S^, T' = TU, Schreiben wir die zugehörigen Ikosaeder- 
substitutionen hin, so erkennen wir, dass S^ und TU aus S und T 
hervorgehen, indem wir a in a^ verwandeln. Somit werden tmr in 
der That genau zu den beiden Fällen der Cogredienz und Contra- 
gredienz, und nur zu ihnen, hingeführt, was zu beweisen war. 

OflFenbar können wir die Frage, welche hiermit beim Ikosaeder 
beantwortet ist, bei jeder Gruppe wiederholen. Ist dann ein Formen- 
problem vorgelegt, welches zu einer bereits untersuchten Gruppe gcr 
hört, so können wir algebraische Entwickelungen verlangen, die den 
in § 8, 9 gegebenen entsprechen. Ich will mich hier nicht auf all- 
gemeine Erläuterungen einlassen, die über unser Thema hinausführen 
würden (siehe indess I, 5, § 5). Nur diese eine Bemerkung finde hier 
ihre Stelle, dass der cogrediente Fall (der natürlicli jedesmal existirt) immer 
dann durch Polarenbildung erledigt werden kann, wenn unter den Inva- 
rianten des Formenproblems eine solche vom zweiten Grade ist. Dies 
tritt zumal bei denjenigen Formenproblemen ein, deren Variabele 
^o; ^1» * * ' ^n — 1 einfach permutirt werden, die also durch Gleichungen 
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n*^ Grades mit unbeschränkten Coefficienten repräsentirt werden. Be- 
nutzen wir bei ihnen die Invariante Hx^ genau so, wie wir soeben 
(in § 9) den Kegelschnitt B^* + B^B^ verwandten, so gelangen wir 

dazu, den x^j x^, •'• Xn — i die Dififerentialquotienten ^ - , ^— , •••• ö 

covariant zu setzen, unter (p irgend eine bei den Yertauschungen der 
Gruppe invariante Form verstanden. Oflfenbar kommen wir durch 
Verfolg dieses Ansatzes, sobald wir als Functionen (p insbesondere 
Potenzsummen der x in Betracht ziehen, genau zur TsMmhdustrans- 
formation zurück. Das alte Verfahren von Tschirnhaus subsumirt sich 
also, zusammen mit den Formeln (38), unter eine allgemeine, auf 
Formenprobleme einer bestimmten Olasse bezügliche Methode. — Man 
vergleiche hierzu, was in II, 2, § 7 über die Zuordnung von Punkten 
und Ebenen gesagt wurde*). 

§ 11. Ansatz zur Auflösung unseres Problems. 

Wir wollen die Analogie mit der Tschirnhaustransformation einen 
Augenblick festhalten und die Coefficienten R^, Ug; -^s ^^ (^9) dem- 
entsprechend als unbestimmte Grössen betrachten. Berechnen wir 
dann für die zugehörigen B^, B^, B^ den Ausdruck Bq*-|'BiB2> so 
erhalten wir eine quadratische Form dieser Grössen, welche wir durch 
mannigfache Annahme der Rj^, jß^, R^ zu Null machen können. Dann 
aber können wir, wie wir wissen, die Bq, Bj, B^ unmittelbar durch 
eine Ikosaedergleichung bestimmen. Ist dies geschehen, so bringen 
wir jetzt noch einmal die Formel (39), bez. (38) in Anwendung, doch 
so, dass wir die Buchstaben A, B vertauschen und also Aq, A^, Aj 
durch Bq, Bi, Bg ausdrücken. Die Coefficienten R^, R^, R^ werden 
dann nothwendig rationale Functionen der ursprünglichen A, B, C, D 
und derjenigen Irrationalitäten, die wir eingeführt haben mögen, indem 
wir Bq -^ B^B^ = setzten: das ur^rüngliche Bröblem der A ist also 
durch Vermittelmtg dieser Irrationalitäten und der für die B maassgeben- 
den Ikosaedergleichung gelöst**). 

Ich erwähnte dies allgemeine Verfahren nur, um die Anwend- 



*) Man kann die Bemerkung des Textes noch ein wenig verallgemeinern. 
Es ist nicht nöthig, damit die Polarenbildung zum Ziele helfe, dass eine in den 
X quadratische, invariante Form existire, sondern es genügt das Vorhandensein 
einer invarianten, in den x, x' bilinearen Form. In diesem Sinne gehören die 
Formeln (35) ebenfalls hierher, denn in ihrem Falle liegt eine solche bilineare 
Invariante in der Determinante {Xi(ii — ^ifii) vor. 

**) Wir berührten denselben Gedanken bereits (indem wir von den Jacobi- 
schen Gleichungen sechsten Grades sprachen) in II, 1, § 6. 
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barkeit der Formel (39) hervortreten zu lassen. Der Weg, den wir jetzt 
einschlagen wollen, um das Problem der A zu lösen, d. h. auf eine Iko- 
saedergleichuiig zu reduciren, ist ein sehr viel einfacherer. Wir hatten: 

ivir wollen die Auflösung jetzt so versuchen, dass tvir uns die Ikosaeder- 
gleichung gebildet denken, von der das hier auftretende -^ resp. das A abhängt. 

Ata »2 

Geometrisch heisst dies, dass wir den Punkt A durch einen der beiden 
Punkte auf -4 = zu bestimmen suchen, in welchem eine von A an den 
Kegelschnitt Ä laufende Tangente berührt, während die allgemeine so- 
eben skizzirte Methode, — wenn anders wir die vorkommenden Func- 
tionen als homogene Functionen der Aq, A^, Ag voraussetzen — , dem 
Punkte A irgend einen auf -4 = gelegenen covarianten Punkt zu- 
ordnet, sodann auch dessen Coordinaten Bq; B^, Bj nicht nur ihrem 
Verhältnisse nach, sondern absolut bestimmt denkt. 

Die Analogie unserer Fragestellung mit derjenigen, die wir nach 
Hm. Gordan im vorigen Kapitel behandelt haben, liegt auf der Hand. Es 
handelt sich, wie wir wissen, beidemal um ein Formenproblem, dessen 
Variabele bilineare Formen solcher zweier Reihen binärer Variabler sind, 
die simultan den Ikosaedersubstitutionen unterworfen werden: beidemal 
suchen wir die Losung, indem wir auf die Ikosaedergleichung zurück- 
gehen, von der die Variabelen der einen Reihe ihrem Verhältnisse 
nach abhängen. Wir werden dementsprechend genau dem Gedanken- 
gange folgen können, der in § 6 — 11 des vorigen Kapitels entwickelt 
wurde: die einzelnen Schritte werden so einfach, dass es überflüssig 
scheint, die jedesmaligen Resultate ausführlich zu begründen. 

Wir beginnen damit, solche homogene ganze Functionen der 
Ai, Ag und A/, Ag' aufzuzählen, welche bei den simultanen (jetzt cogre- 
dienten) Ikosaedersubstitutionen dieser Grössen ungeändert bleiben 
(ifivariante Formen). Die einfachsten beiden in den A' linearen Formen 
haben wir in Formel (35) zusammengestellt; es waren die folgenden beiden: 

AjA2 A2Aj = Y-^f 



(50) 






(wo gleich der ausgerechnete Werth der ersten Form angegeben 
und der Buchstabe P für später der Abkürzung halber eingeführt ist). 
Es gehören ferner hierher, wie wir schon in § 2 bemerkten, alle 
sonstigen Formen, welche aus /"(A^, A^), H{l^y Ag), ^(^1, ^2) durch 
Polarisation nach A/, Ag' entstehen*). Unsere -4, B, C, D, die 

*) Ich nrgire nicht weiter, dass mit den solchergestalt aufgezählten Formen 
bereits das volle System der hier in Betracht kommenden Invarianten erschöpft ist. 



(52) 
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„bekannten'* Grössen des Formenproblems, sind solche Combinationen 
der hiermit genannten Formen, welche in den X, A' symmetrisch sind. 
Wir betrachten jetzt überhaupt die Vertauschung der A, A', d. h. 
die Ersetzung von A^, Ag durch A/, Ag' und umgekehrt. Bleibt eine 
invariante Form bei Vertauschung von A, A' ungeändert, so ist sie 
eine ganze Function von A, B, C, D; ändert sie dagegen bei Ver- 
tauschung ihr Vorzeichen, so ist sie das Product einer solchen ganzen 

Function in j/J. (50). Hat eine invariante Form nur gleichen Grad 
in den k, A', so kann sie immer in folgende Gestalt gesetzt werden: 

(51) F{i.„ X,; x;, V) = G {A, B, C, D) + VÄ- H{A, B, C, B), 
WO die ganzen Functionen G, jET durch folgende Gleichungen definirt sind: 
I 2G = F{X„ X,', V, V) + F{X;, V; X„ X,), 

■ 2YÄ ■ H = F{X„ A,; x;, V) - F{X^, A/; X„ X^). - 

Der allgemeine Gang unserer Auflösungsmethode wird nunmehr 
folgender sein. Wir haben zunächst die Ikosaedergleichung zu bilden: 

von welcher A^ : A2 abhängt, dann aber die Invariante P (50) durch 

^1; ^2; V^ ^^d di® bekannten Grössen auszudrücken. Beides gelingt, 
wenn wir Formel (51), (52) in geschickter Weise verwenden. Wir 
betrachten sodann die Formeln (50) als lineare Gleichungen zur Be- 
stimmung von Ai', Ag': die gesuchten Schlussformeln für die Aq, A^, Ag 
ergehen sich, indem wir die gefundenen Werthe in (49) eintragen. Dabei 
erscheinen die Aq, A^, \, wie es sein muss, als geeignete lineare Com- 
binationen der linearen Invarianten Yä und P. 

§ 12. Zugehörige Formeln. 

Die Formeln, welche vermöge des allgemeinen soeben gegebenen 
Ansatzes benöthigt werden, sollen jetzt noch soweit entwickelt werden, 
als zur Präcisirung des Gedankenganges wünschen swerth erscheint. 
Ich will dabei wieder (wie im vorigen Kapitel) die uns ursprünglich 
gegebenen Formen mit dem Index 1, die anderen, die aus ihnen durch 
Vertauschung der Variabelen A, A' entstehen, mit dem Index 2 
bezeichnen. Höhere Indices mögen den Grad ganzer Functionen 
der jeweils beigesetzten Argumente unter der Voraussetzung an- 
geben, dass man diese Argumente als Functionen der Aq, A,, Ag 
betrachtet. 

Wir beginnen mit der Berechnung von Z (53), oder, wie wir 
jetzt sagen, von Z^. Offenbar haben wir der Reihe nach: 



(54) Z, = 
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1728/;* 1728 /;y2^ 

3456AY2' 

3466[Öu(JL, 5, C)]* 

Neben (51), (52) habe ich dabei den Umstand verwendet, dass unter 
den gegebenen Grossen J., 5, (7, D.das D allein von ungeradem 
Grade in den A, sowie, dass Z)^ eine ganze Function von J., jB, C 
' ist. — Die ganzen Functionen G12; ^^44? ß^eo ^^^ Ä, B, C bleiben aus- 
zuwerthen, ^ndem man auf die expliciten Werthe der in Betracht 
kommenden Grössen in den Aq, A^, Ag recurrirt. Die betreflfende 
Rechnung ist natürlich etwas umständlich; ich unterlasse sie, weil sie 
keinerlei principielles Interesse bietet. 

Wir wenden uns jetzt zur Berechnung von P, oder vielmehr von 
Pj. Die Form P^ ist in den A' von der ersten, in den X von der 
elften Dimension; wollen wir ein Verfahren, wie das eben bei Z^ an- 
gewandte, benutzen, so werden wir P^ vorab mit solchen nur von 
Aj, X2 abhängigen Factoren behaften müssen, dass das entstehende 
Aggregat in den A, A' gleichförmig die erste Dimension besitzt. Wir 
setzen dementsprechend: 

(55) Qi-^f"', 

und haben dann der Reihe nach: 

(00) Ql = y, = y-y, 

(p, II, r, + p, u, r.) + (P, u, r. - p. ii, t,) 



ri\i\ 

_ D • g„ {A, B, C) + 1/2 . G,„ {A, B, C) 
— ' - 2 r,„ \a, B, C) ' 

WO die ganzen Functionen <x,ß, G^, F^g auszuwerthen bleiben. — 
Tragen wir ein, so kommt: 

r, D ■ ß,„ (A, U, C) + yA. G,„ (A, B, G) 



— — • 



(57) P, — jf^ 2 r,., (A, B, C) 

Wir suchen jetzt, wie verabredet, ans YA und P^ die A/, X/. 
Die entstehenden Formeln lauten einfach: 



(58) 
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wir sie mit (49) vergleichen, kommt schliesslich: 




2Ao=->/^-2Pi.^, 


1 






1 ^/l 

A.- VA- j;; p.-i^^, 



wo wir uns für P^ den Werth (57) eingetragen denken. 

Wir können die hiermit gegebene Auflösungsmethode, wenn wir 
noch einmal den Entwickelungsgang des vorigen Kapitels heranziehen 
wollen, mannigfach modificiren. Man substituire beispielsweise in (59) 

statt Pi die Grösse q^ (55), worauf die A nur von "j/Z, ^^ ^^^^ ^i • ^2 
abhängen, berechne sodann, indem man diese drei Grössen als beliebig 
gegeben ansieht, das zugehörige Problem der A und vergleiche dasselbe 
mit dem vorgegebenen Probleme. Man erhält so für q^ und Z^ (53) 
Bestimmungsgleichungen, die zur wirklichen Berechnung derselben 
verwandt werden können. Auch können wir, wie wir es im vorigen 
Kapitel thaten, jeden Schritt der Auflösungsmethode geometrisch 
deuten. Indem ich alle diese Dinge dem Leser überlasse, betone ich 

zum Schlüsse noch das Auftreten von yÄ. Im Sinne unserer früheren 
Ausdrucksweise ist dies eine accessorische Irrationalität, d. h. eine solche, 
welche in den zu berechnenden Grössen A^, A^, Ag nicht rational ist*). 
Wir werden bald sehen, dass eine derartige Irrationalität in der That 
nicht zu vermeiden ist, wenn anders wir das Problem der A auf eine 
Ikosaedergleichung zurückführen wollen. 



*) In analogem Sinne überträgt sich der Begriff der accessorischen Irrationa- 
lität auf Formenprobleme überhaupt. 



Kapitel V. 
Die allgemeinen Gleichnngen fünften Grades. 

§ 1. Formnlirung zweier Anflösnngsmethoden. 

Indem wir uns jetzt zu den allgemeinen Gleichungen fünften 
Grades wenden^ nehmen wir sofort das eigentliche Auflösungsproblem 
in Angriff*). Es handelt sich in der Hauptsache darum^ aus fünf 
Grössen Xq, x^, - * x^, welche der einzigen Bedingung Ux = unter- 
worfen sind^ eine Function (p {Xq, x^j ...,0:4) = ^ zusammenzusetzen, 
welche bei den geraden Vertauschungen der x sich ikosaedrisch sub- 
stituirt; wie wir später die einzelnen x rational durch k darstellen werden, 
ist eine Frage für sich, die wir für's Erste als secundär betrachten. 
Indem wir uns vorab auf die Hauptfrage beschränken, legen wir geo- 
metrische Interpretation zu Grunde: wir deuten, wie es oben geschah, 
XqI Xi : ' ' ' x^ als Coordinaten eines Raumpunktes, l aber als Para- 
meter einer Erzeugenden erster Art auf der Hauptfläche zweiten 
Grades Ux^ = 0. unsere Aufgabe wird dann: dem beliebigen Raum- 
punkte X durch geeignete Construction eine Erzeugende X in covarianter 
Weise mzuordnen, d. h. der Art zuzuordnen, dass die Beziehung zwi- 
schen Raumpunkt und Erzeugender ungeändert bleibt, wenn man beide 
simultan den geraden Collineationen unterwirft. 

Eine erste Lösung dieser Aufgabe ergibt sich, auf Grund unserer 
bisherigen Entwickelungen, wie von selbst. Wir werden nämlich dem 
Punkte X zuvörderst in covarianter Weise einen Funkt y der Hauptfläche 
zuweisen und dann als Erzeugende X die durch y hindurchlaufende Er- 
zeugende nehmen. Also, dass wir gleich die hieraus hervorgehende 
algebraische Behandlung der allgemeinen Gleichung fünften Grades 
charakterisiren: unr werden die allgemeine Gleichung fünften Grades 
durch eine geeignete Tschirnhaustransformation in eine Hauptgleichung 



*) Die im Folgenden gegebenen Entwickelungen sind ihren Grundzügen 
nach bereits in meinen öfter citirten Arbeiten in den Bänden 12, 14, 15 der 
Mathematischen Annalen enthalten, doch werden sie hier zum ersten Male in 
zusammenhängender Form zur Darstellung gebracht. 
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fünften Grades verwandeln und dann diese nach der im dritten Kapitel 
des gegemvärtigen Abschnitts dargelegten Methode außösen. 

Die Tschimhaustransformation, welche bei dem hiermit bezeich- 
neten Verfahren benöthigt wird, haben wir bereits ia 11, 2, § 6 ge- 
nauer besprochen und dort in der Weise formulirt, dass wir dem 
Punkte X zunächst eine Baumgerade zuordneten, welche zwei rationale, 
zu X covariante Punkte verbindet, um dann von den Schnittpunkten, 
die diese Baumgerade mit der Hauptfläche gemein hat, den einen als 
Punkt y zu wählen. Dabei wurde zur Trennung der beiden Schnitt- 
punkte, allgemein zu reden, eine accessorische Quadratwurzel gebraucht. 
Wollen wir uns kurz fassen, so können wir bei Beschreibung dieser 
Construction den Punkt y auch bei Seite lassen. Es handelt sich für uns 
dann einfach darum, eine der beiden Erzeugenden erster Art der Haupt- 
fläche zu benutzen, welche einer zu x covarianten Baumgeraden be- 
gegnen. Die accessorische Quadratwurzel beruht darauf, dass es neben 
einer ersten Erzeugenden dieser Art, die wir k nennen, immer noch 
eine zweite, mit k gleichberechtigte gibt, die wir einen Augenblick 
mit k' bezeichnen wollen. Indem wir uns so ausdrücken, erkennen 
wir die Möglichkeit, die Benutzung der accessorischen Irrationalität 
noch etwas hinauszuschieben. Statt gleich die Ikosaedergleichung auf- 
zusuchen , von welcher k abhängt ^ werden mr vorab das Gleichungs- 
System aufstellen, durch welches die symmetrischen Functionen der 
kj k' bestimmt werden^ und erst später aus diesem Gleiehungssysteme die 
vorbenannte IJcosaedergleichung ableiten. Das aber heisst augenscheinlich 
nichts Anderes, als dass wir auf die Entwickelungen unseres soeben 
abgeschlossenen vierten Kapitels zurückgreifen. In der That: unsere 
A, A' sind cogrediente Variabele; das Gleichungssytem, von dem wir 
sprechen, ist also ein Gleichungssystem der A, bei dessen Behandlung 
wir übrigens sofort, wie wir sehen werden, zur homogenen Fassung, 
d. h. zum Formenproblem der A hingeführt werden. Zugleich ist die 
Ikosaedergleichung, von welcher k abhängt, dieselbe, die wir ohnehin 
bei Auflösung des Problems der A benutzen würden. Wir finden also 
eine zweite Lösungsmethode der allgemeinen Gleichung fünften Grades, bei 
der wir die Entwickelungen von II, 4 genau so verwerthen, une bei der 
ersten Lösungsmethode diejenigen von II, 3. 

üebrigens ist die Formulirung, welche wir gerade für die zweite 
Lösungsmethode aufstellten, noch unnöthig particulär. Indem wir uns 
der Betrachtungen erinnern, die wir in II, 2, § 9 gegeben haben, 
erkennen wir, dass wir dem Punkte x statt einer Baumgeraden bei 
Durchführung der zweiten Methode einen allgemeinen linearen Complex 
zuordnen können. Die Erzeugenden k, k' sind dann diejenigen beiden, 
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welche diesem linearen Coniplexe angekoren. Die expliciten Formeln, 
welche wir später behufs Präcisirung der zweiten Methode aufstellen 
werden, bleiben von dieser Verallgemeinerong unberührt; wir werden 
also auf die speeielle Formulirung, mit der wir gerade begonnen 
haben, überhaupt nur beiläufig zurückkommen. 

Wir haben für die folgenden Paragraphen nunmehr eine doppelte 
Aufgabe. Einmal werden wir noch die genauen Formeln aufstellen 
müssen, welche den zweierlei Lösungsmethoden, deren Möglichkeit wir 
erkannten, entsprechen, — dann aber wollen wir die Gesammtheit 
jener Untersuchungen, über die wir in II, 1 Bericht erstatteten, 
in unsere eigenen Ueberl^ungen einordnen. In letzterer Hinsicht ist 
Yon Yomeherein die Verwandtschaft unserer ersten Lösungsmethode 
mit derjenigen yon Bring j unserer zweiten Methode mit derjenigen 
von Kronecker evident. Durch Benutzung eines Satzes, den wir früher 
(I, 2, § 8) über die Ikosaedersubstitutionen aufgestellt haben, gelingt 
es denn auch, jenen Fundamen talsatz der Ejronecker'schen Theorie zu 
beweisen, über den wir in II, 1, § 7 referirt haben. 

§ 2. Durohführong unserer ersten Methode. 

Um unsere erste Methode zu fixiren, sei 

(1) a^ + aar' + bx^ + cx + d = 

die vorgelegte Gleichung fünften Grades (bei der wir*2^a? = ge- 
nommen haben). Wir setzen ferner nach II, 2, § 5: 

(2) y.=P' ^V^ + q • ^t'^ + r . X? + s . icif^ 

wo x^y^ = Xp — — 27a:*, und berechnen 2Jy^, Dasselbe wird eine 
homogene ganze Function zweiten Grades der p, g, r, s: 

(3) ^(p, q, r, s), 

deren Coefficienten symmetrische, ganze Functionen der x und also 
ganze Functionen der in (1) auftretenden Coefficienten a, ft, r, d sind. 
Wir wünschen ein Losiingssystem der Gleichung 0=0 zu finden^ 
welches hei den geraden Vertanschungen der x ungeändert bleibt, 

Bemerken wir vorab, dass die gesuchten p, g, r, s unmöglich 
gleich rationalen Functionen der Xq, ^i; • • ^4 sein können. Es geht 
dies aus dem später zu erbringenden Beweise hervor, demzufolge bei 
Durchführung unserer Methoden die Benutzung einer accessorischen 
Irrationalität, zum Mindesten also einer accessorischen Quadratwurzel, 
nicht zu vermeiden ist*). Um so mehr greifen wir auf die geometrische 

*) Umgekehrt wurde man, wenn man den Satz des Textes (betreffs der Irra- 
tionalität der p, q, r, s) direct nachwiese, einen neuen Beweis für die Noth wendigkeit 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 16 
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Construction mit der covariantmi Ratmigerädm zurück, die wir soeben 
bezeichneten und für welche wir in 11, 2, § 6 bereits die nöthigen 
Formeln gegeben haben. Es seien: 

J^i) Qi) i^i, ^i] -^2, V2? ^H} ^2 
zwei Reihen von vier Grössen, welche von den x rational und derart 
abhängen, dass sie sich bei den geraden Vertauschungen der x nicht 
ändern, die also rationale Functionen der Coefficienten rr, 6, c, d von 
(1) und der Quadratwurzel aus der zugehörigen Discriminante sind. 
Wir setzen dann in (2) wie früher: 

(4) !P =- Qil'i + Q.J"., a^QiQi + QiQii ^' = (>iJ^i + (>2^2, 

Hierdurch verwandelt sich O [Formel (3)j in eine binäre quadratische 
Form der ()^, q.^, deren Coefficienten rationale Functionen der be- 
kannten Grössen sind: wir setzen ^ == und bestimmen (>, : Q2 ^"^ 
der entstehenden quadratischen Gleichung, wodurch die in Aussicht 
genommene accessorische Quadratwurzel eingeführt wird. Sodann sub- 
stituiren wir zugehörige Werthe von q^, q.^ in (4), resp. (2) und be- 
rechnen die für die y resultirende Hauptgleichung, die wir folgender- 
maassen abkürzend bezeichnen wollen: 

(5) 2/^ + •^>«J/^ + ^ßy -\- y = ^. 

Hiermit haben wir Alles zugerichtet, um die Entwickelungen von 
n, 3 unmittelbar verwenden zu können. Haben wir sodann mit Hülfe 
dieser Entwickelungen die Wurzeln yy von (5) berechnet, so finden 
wir die zugehörigen Xv durch Umkehr von (2). — 

Ich möchte dabei hinsichtlich der Umkehr der Tschirnhaustrans- 
formation eine beiläufige Bemerkung machen. Man sagt gewöhnlich, 
und so haben wir es früher auch ausgedrückt (H, 1, § 1), dass man 
das gesuchte Xv rational als gemeinsame Wurzel der Gleichungen (1) 
und (2) [wo jetzt y^ als bekannte Grösse zu erachten ist] berechnet. 
Im Wesentlichen dasselbe, aber mehr im Sinne unserer sonstigen Be- 
trachtungen ist es, wenn wir der Formel (2) folgende andere explicite 
gegenüberstellen : 

//?\ / (1) I / (2) , / (3) , / (4) 

(6) Xy =p 'Vv' + gt 'y\ + r 'y\' + s - y\\ 

der in Bede stehenden Quadratwurzel haben. Liesse sich nämlich aus (1) ohne 
Benutzung accessorischer Irrationalitäten eine Ikosaedergleichung herstellen, so 
würde man von dieser eine der unendlich vielen zugehörigen Hauptresolventen 
fünften Grades bilden können und erhielte dann durch Zusammenziehen der 
Formeln eine Transformation (2), deren Coefficienten p, q, r, s rationale Func- 
tionen der X wären, die sich bei den geraden Vertausch ungen der x nicht änderten. 
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WO yv^ = yp — - 27«/* und j)', q\ r', s' rationale Functionen der 

Pi> Q27 ^; ^; ^y ^^ ^^^^ ^^^ Quadratwurzel aus der Discriminante von 
(1) bezeichnen, die man mit Hülfe elementarer Methoden berechnet. 
Die Bestimmung des Xy Hlsst sich dann so auffassen, dass man, geo- 
metrisch zu reden, aus dem erstgefundenen Punkte y = y^^^ zunächst 
drei weitere covariante Punkte; y'^^\ y^^\ ^^^ ableitet und dann aus 
diesen den gesuchten Punkt x vermöge invarianter Coefficienten zu- 
sammensetzt*). 

Beachten wir, dass bei der so geschilderten Auflösungsmethode 
die Berechnung von Xv aus der Wurzel l der schliesslich zu Grunde 
gelegten Ikosaedergleichung in zwei Schritte zerlegt ist: wir haben 
ursprünglich, in 11, e% die fünfwerthigen Functionen von A: 

^^"^ ~ t{X) '"' ^v — ■ - j.i^j^^ 

benutzt, um aus ihnen, resp. aus Vv und UyVyj die yy linear zusammen- 
zusetzen, wir haben sodann den Punkt x als lineare Combination der 
y{i)^ 2/2)^ y{i)^ y{4) Jargestellt. Offenbar können wir diese beiden 
Schritte in einen Schritt zusammenziehen: wir Jcönnen den Punkt x 
direct aus solchen vier PtinJcten componiren, die Covarianten der Erzeugen- 
den k sind. Die einfachsten rationalen Functionen von A, welche bei 
den Ikosaedersubstitutionen im Ganzen fünf Werthe annehmen, sind 
nach dem Früheren (I, 4) die folgenden: 

Uy, Vy, ItrVy, Vy = J^ « 

Hier ist 2Ju ^= 2Jv = 2Ji(v = 0^ dagegen 2Jr ^ 0, so dass wir statt 
Ty die Verbindung ry 2Jr einführen wollen. Dann i$t: 

(7) Xy = p' • Uy + q" . Vr + r" • UrVy + 5" • (r». — — Urj , 

wo p"j q\ r", 5" Coefficienten derselben Beschaffenheit sind, wie eben 
die !>', q, r\ s\ 

Ich habe diese neue Umkehrformel wesentlich aus Gründen der 
Vollständigkeit zugefügt. In der That scheint mir gerade dieses der 
eigentliche Vorzug unserer ersten Methode zu sein, dass sie bei der 
durch (6) dargestellten Formulirung m zwei getrennte Theile zerfällt, 



*) Die geometrische Ausdrucks weise des Textes ist natürlicH nur dann ein 
Gegenbild des algebraischen Verfahrens, wenn man letzteres wieder so specialisirt, 
dass durchweg dem Gesetze der Homogeneität genügt wird, d. h. dass die Ver- 
hältnisse der y nur von den Verhältnissen der x abhängen. Wir müssten eigent- 
lich die gleiche Bemerkuug bei allen folgenden Entwickelungen wiederholen, was 
wir aber der Kürze wegen unterlassen. 

IG* 
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von denen der erste, der den Zusammenhang der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades mit der Hauptgleichung betrifift, durchaus elementaren 
Charakter hat. Wir können Formel (6) auch als einfacher betrachten, 
als Formel (7). Denken wir uns nämlich die P^, Q^, •••• JRg, 5^2 "^ 
(4) nur von a, hj c, d, nicht aber von der Quadratwurzel aus der zu- 
gehörigen Discriminante, rational abhängig, so wird die Quadratwurzel 
aus der Discriminante auch in den Coefficienten von (6) fehlen, wäh- 
rend sie in den Coefficienten von (7), wie in der rechten Seite der 
Ikosaedergleichung für A, durchaus nothwendig auftritt. 

§ 3. Elritik der Methoden von Bring und Hermite. 

Ehe wir weiter gehen, werden wir jetzt unsere erste Lösungs- 
methode mit den eng verwandten Auflösungsarten vergleichen, welche 
Bring, bez. Hermite, gegeben haben. Die Einzelheiten, welche hier 
in Betracht kommen, haben wir bereits in H, 3, § 13 und 14 ent- 
wickelt. Indem wir auf dieselben zurückgreif en , müssen wir unsere 
Methode als wesentliche Vereinfachung der Bring' sehen Methode hezeichnen. 
Auch Bring transformirt die gegebene Gleichung fünften Grades in 
eine Hauptgleichung, auch er benutzt die geradlinigen Erzeugenden, 
die auf der Hauptfläche verlaufen. Aber hierüber hinaus kommt er 
zu einer unnöthigen Complication : um eine Normalgleichung mit 
nur einem Parameter zu erreichen, glaubt er durch Vermittelung 
einer Hülfsgieichung dritten Grades eine neue accessorische Irratio- 
nalität einführen zu sollen. Ich halte also dafür, dass das ursprüng- 
liche Verfahren von Bring zu verlassen ist und durch unsere erste 
Methode, welche den wesentlichen Gedanken der Bnn^ sehen Methode 
festhält, ersetzt werden muss. Der Fortschritt, um den es sich 
handelt, findet in dem Geschlechte der bei der geometrischen 
Deutung zu benutzenden Gebilde seinen prägnanten Ausdruck: die 
Schaar der auf der Hauptfläche verlaufenden geradlinigen Erzeugenden 
der einen oder anderen Art bildet eine Mannigfaltigkeit vom Ge- 
schlechte i) = 0, das Geschlecht jp der Bring'schen Curve ist gleich 4*). 

Im Grossen und Ganzen werden wir in das hiermit formulirte 
ürtheil auch das Verfahren von Hermite einbegreifen: wollen wir zur 
Auflösung der Hauptgleichung fünften Grades elliptische Functionen ver- 
wenden, so geschieht dies in einfachster Weise, wenn wir für die Wurzel 

*) Von diesem Werthe des p und der allgemeinen Theorie der Carven 
p =s 4 ausgehend, kann man, was ich hier nicht ausführe, zeigen, dass Bring's 
cubische Hülfsgieichung in der That nicht zu vermeiden ist, wenn man einen 
Punkt der Bring'schen Curve bestimmen, d. h. die trinomische Gleichungsform 
2/^ -j- 5^2/ + y = als Normalgleichung benutzen will. 
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der zugehörigen Ikosaedergleichung die in I, 5, § 7 gegebene Formel be- 
nutzen. Hermite's Benutzung der Bring^schen Form kann fürderhin nur 
dann noch in Betracht kommen^ wenn man statt der rationalen Invariante 

^, der die rechte Seite der Ikosaedergleichung gleich wird, das zu- 
gehörige X* benutzen will. Iq der That sahen wir ja in II, 3, § 14, 
dass die cubische Hülfsgieichung von Bring reducibel wird, sobald 
wir das x als bekannt erachten. — Auch will ich hier noch beson- 
ders den Fortschritt hervorheben, der darin liegt, dass wir die Mög- 
lichkeit, die Iksosaedergleichung durch elliptische Functionen zu lösen, 
früher unmittelbar aus der Gestalt des Ikosaeders abgeleitet haben 
(siehe I, 5, § 7). 

§ 4. Vorbereitungen zu unserer zweiten Auf lösungsmethode. 

Der geometrische Ausatz, den wir für unsere zweite Auflösungs- 
methode gegeben habeu, verlangt, die quadratische Gleichung aufzu- 
stellen, von welcher die beiden Erzeugenden erster Art der Haupt- 
fläche, die einem bestimmten linearen Cömplexe angehören, abhängen. 
Genau diese Aufgabe haben wir in II, 2, § 10 für eine beliebige 
Fläche zweiten Grades gelöst, aber wohlverstanden unter Benutzung 
eines particulären Coordinatensystenis, Wir hatten damals als Gleichung 
der Fläche die folgende genommen: 

(8) XiX, + X,X3 = 0, 

hatten sodann den Parameter X der Erzeugenden erster Art in nach- 
stehender Weise definirt: 

(9) ^ = -| = | = i 

und endlich, unter JL^,, ,. die Coordiuaten des linearen Complexes ver- 
standen, die Gleichung erhalten: 

(10) A^ Ai* + {A,, - ^. J A. A, + .4^3 A/ = 0. 

Ich füge hier gleich die entsprechenden Formeln für die Erzeugenden 
zweiter Art hinzu. Wir fanden als Definition des Parameters ft: 

(11) '^ = -1 = 1 = 1: 

und als zugehörige quadratische Gleichung: 

(12) - ^34^1^ -f (^23 + A^) f^l^2 + Ail^2 = 0. 

Wir erinnern uns jetzt zunächst der Art und Weise, vermöge 
deren wir in II, 3, § 2, 3 die Parameter A, ^ speciell bei der Haupt- 
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fläche eingeführt haben. Es geschah dies genau in üebereinstimmung 
mit (8), (9), (11), nur dass wir statt Xj, X^, Xg, X^ beziehungsweise 
2h f Pif Ihy Ih gtJschrieben hatten, wo 2V den Ausdruck des Lagrange 
bedeutete:. 

(13) l>iu = ^ü + «'" • ^'i + ^^'' • ^2 + «^'" • ^3 + «^'' • ^4- 

WV** Jiönnen also an Gleichung (10), (12) ungeändert festhalten, sofern 
wir nur durchweg hei unserer Behandlung das Coordinatensystem von 
Lagrange zu Grunde legen. 

Das Letztere ist nun in II, 2, § 9, wo wir dem ßaumpunkte x 
in allgemeinster Weise einen covarianten linearen Complex zuordneten, 
keineswegs vorausgesetzt worden, vielmehr beziehen sich die damals 
angegebenen Complexcoordinaten : 

(14) aa-=^<^HxfxT'-xr'>l^^\ 

[wo die c'»"* irgend welche rationale Functionen der (' 
a, &, c, d und der Quadratwurzel aus der zugehörigen ' 
bezeiclmenj ebenso wie die Punktcoordinaten x selbs^ 
mentale Pentaeder. Unsere nächste Aufgabe ist als 
transformation: mr müssen die Coordinaten A,,^ 
Complcx (14) annimmt, toenn wir durtA (18) d' 
Ich will zu dem Zwecke diejenigen j?, welc^ 
gehören, mit 2)^^\ p'"'^ bezeichnen, Wi'v 

(15) i>W-i>?yr'=2(.^'+' 

wo rechter Hand jede Con' 
Wir addiren jetzt die seo^ 
verschiedenen Com bin r 
jede mit c'»"* [Forni 
gesuchten Af^ry ^* 
aik (14) zusf' 
formein: 

(16) 

Die so gcwonneneji 
Avill die dabei entstehenden 
Gestalt schreiben, die wir soeben, 

1 AiVi" + 2 A,>i iii, — A,,>^ 
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Es wird dann: 



iyk 



(18) 



A, = - JL,3 = 2'(«*'+* - «'+**) • «••* > 



so wie ferner: 



(19) 



<•.* 



Ai' - + Ä,, = 2(*"'+** - «"■+") • «.*, 



ijk 



A/ = + ^,, = 2(e^+'' - 6*^'+*) • a,,. 

,\k 



§ 5. Von den Sabstitutionen der A, A'. Definitive Formulirung. 

Vermöge der geometrischen Betrachtungen, die wir voranstellten, 
ist es selbstverständlich, dass sich die Verhältnisse der gerade auf- 
gestellten Aq, Ai, Ag (18) bei den geraden Permutationeu der Xq, x^, 
iCj, Xg, x^ genau so linear substituiren, wie die VerJmltnisse der im 
vorigen Kapitel zu Grunde gelegten, mit denselben Buchstaben bezeich- 
neten Grössen; ebenso ist ersichtlich, dass sich die Verhältnisse der in (19) 
eingeführten A' zu den Verhältnissen der A contragredient verhalten. 
Ich sage nun, dass diese Uebereinstimmung bestehen bleibt, wenn wir 
statt der Verhältnisse der A, A' die A, A' selber ins Auge fassen. Es 
wäre nicht schwer, die liichtigkeit dieser Behauptung aus allgemeinen 
Gründen zu beweisen; wir werden sogleich noch (§ 9) den Ansatz 
dazu geben. Einstweilen begnügen wir uns damit, die liichtigkeit aus 
den Formeln zu verificiren. Offenbar haben wir nur die beiden Ope- 
rationen Ä, T in Betracht zu ziehen, aus denen sich alle anderen 
durch Wiederholung und Combination zusammensetzen. Was zunächst 
die geraden Vertauschungen der x angeht, so haben wir in IT, 3, § 2 
als solche ä, T die nachstehenden eingeführt: 

O . X%' — — Xy -L. 1 , 

< 

{^ j. , OyQ O/Q, J^i ==- U/2) •*'2 »*'i; *^'^ **'4? '^'4 •*'3 • 

Ihnen entsprechend erhalten wir bestimmte Permutationeu der aik (14) 
und, wenn wir diesen Rechnung tragen, für die durch (18) defiuirten 
A folgende Substitutionen: 



(20) 



(21) 
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y5.Ao'= \ + A, + A„ 
T: . V^ . A,' = 2Ao + («« + «») A. + (« + 6*) A,, 

.}/5 • A,' = 2Ao + (£ + e*) \ + («^ + £«) A„ 

d. h. genau dieselben Substitutionen, die wir in II, 4, § 2 angegeben 
haben*). — Was aber die Contragredienz der Grössen A' (19) und 
der A (18) angeht, so genügt es, zu bemerken, dass die Werthe der 
A' aus denen der A hervorgehen, wenn wir in letzteren e durchweg 
in 6^ verwandeln. — 

Wir denken uns jetzt aus den A, A' (18), (19) irgendwelche der 
invarianten Formen gebildet, die wir im vorigen Kapitel besprachen, 
also entweder aus den A allein die Ausdrücke Ä, J?, C, D, oder auch 
aus den A, A' simultan die in den A' linearen Functionen -P\, F^, F^, 
die wir in § 9 daselbst betrachtet haben [siehe insbesondere Formel 
(45), (46) und (47)]. Indem wir für die A, A' die entsprechenden 
Werthe m Xqj x^, - ' Xj^ eintragen, erhalten wir durchweg solche 
rationale Functionen der x, welche sich bei den geraden Vertauschungen 
der X nicht ändern, welche sich also mit Hülfe elementarer Methoden, 
die wir nicht ausführen, als rationale Functionen der in (1) vor- 
kommenden Coefficienten a, 6, c, d und der Quadratwurzel aus der 
zugehörigen Discriminante darstellen lassen. Um unsere zweite Me- 
thode in definitiver Weise zu formuliren, gebrauchen wir zunächst nur 
das Problem der A und also die Werthe der gerade genannten Grössen 
Äy B, C, D. Wir folgen dann genau den Entwickelungen, die wir in 
den beiden Schlussparagraphen des vorigen Kapitels gegeben haben, 

und bilden uns, indem wir die accessorische Irrationalität YA ad- 
jungiren, eine zugehörige Ikosaedergleichung zur Bestimmung von A. 
Es fragt sich nur noch, wie wir rückwärts mit Hülfe dieses A die 
Wurzeln Xq, x^^ • • x^ darstellen wollen. Hiervon soll erst im folgen- 
den Paragraphen gehandelt werden. 

§ 6. Die Umkehrformeln der zweiten Methode. 

Um die noch restirende Aufgabe zu lösen, bieten sich nicht we- 
niger als dreierlei Ansätze, jenachdem wir nämlich unsere Aufgabe 
mit einem Schlage erledigen oder in zwei oder drei Schritte zer- 
legen wollen. 



*) Die Buchstaben A<,', A/, A^' sind in (21) in ganz anderer Bedeutung ge- 
braucht, wie in (19); da ich auf (21) nicht mehr recurrire, so wird daraus, 
hoffe ich, kein Missvers tändniss entstehe u. 
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Im ersteren Falle machen wir uumittelbar von der Formel (7) 
Gebrauch^ die ich noch einmal hersetze^ indem ich jetzt die damals 
bei Py g, r, s gebrauchten Accente weglasse: 

(22) Xv = P'Uv ^ q-Vv + r ' u^Vy + s (n — y £r^) • 

Hier sind die p, g, r, s rationale Functionen der a, 6, c, d, der Quadrat- 
wurzel aus der zugehörigen Discriminante und der aC'Cessorischen 

Quadratwurzel ]/j[. 

Im zweiten Falle drücken wir zunächst, wie wir dies in § 12 des 
vorigen Kapitels ausführten, die A^, Aj, A^ selbst durch die Wurzel 
X der Ikosaedergleichung aus. Wir nehmen dann ferner die niedrig- 
sten fünfwerthigen ganzen Functionen der A zu Hülfe, ^ach § 5 des 
vorigen Kapitels sind dies: 






Hier ist wieder E8 =- Zd' = E88' = 0, dagegen E8^ von Null ver- 
schieden, so dass wir, zur Darstellung der Xy^ statt des einzelnen d,.^ 

die Gombination \8v^ — . ZÖ^ einführen wollen. Wir haben dann 

wieder Formeln folgender Art: 

(23) xy=p '^8y + q ' ö; + r' • (dv^ — J Zö) + s' • *.*/, 

wo p', q'y r', s' rationale Functionen der a, b, c, d und der Quadrat- 
wurzel aus der Discriminante sind, die accessorische Irrationalität 

y A aber nicht mdir cntlialtcn. 

Im dritten Falle endlich denken wir uns aus der Wurzel X der Iko- 
saedergleichung zunächst wieder die A(,, A^, Ajj berechnet, suchen dann 
aber nicht die Xy direct, sondern vorab die zugehörigen A^', A/, A/ 
(19). Wir erreichen dies, nach Analogie von Rechnungen, die wir 
früher ausführten, indem wir die soeben genannten, von den A und A' 
abhängenden Formen F^, l\j F^ als Functionen der a, 6, c, d und der 
Quadratwurzel aus der Discriminante darstellen und aus deu so ent- 
stehenden Gleichungen die A^,', A/, A/ als linear vorkommende Unbe- 
kannte bestimmen. Ist dies geschehen, so suchen wir möglichst 
einfache Functionen der A, A', die fünfwerthig und dabei in den 
A, A' symmetrisch sind. Wir finden eine erste derartige Function, 
wenn wir das y, von II, 3: 

quadriren und dem in § 2 des vorigen Kapitels etc. fortwährend 
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beuutzten Uebertragungsprocesse unterwerfen. Auf solche Weise kommt 
eine in den A, A' bilineare Form: 

(24) i. = 2Ao' (6^"A, + 5»A,) + A/ (- 25«»A, + ^'^ k, - 6^^A,) 

+ A/(-252^Ao-5^ Ai + ^'^A^). 
Als Aveitere Functionen derselben Eigenschaft wollen wir die Potenzen 
>Cv, ;t»^> ty> verwenden, wobei wir aber beachten müssen, dass keine der 
Wurzelsummen ^%^j Z!x^, 2]%^ identisch verschwindet. Wir werden 
also die Formel, welche (22), (23) entspricht, am besten mit einem 
Zusatzgliede f folgendermaassen schreiben: 

(25) X, = p" ■ xr + q" ■ z? + r" ■ tl + s" • xl + t\ 

Uier sind p", q^\ r", s", i" zuvörderst wieder rationale Functionen der 
a, 6, c, d und der Quadratwurzel aus der Discriminante. Uebrigens 
können wir auch erreichen, dass sie blosse rationale Functionen der 
a, 6, c, d werden. Wir müssen dann nur in dem ursprünglichen An- 
sätze (14) die c''"* ihrerseits allein von den a, &, c, d rational ab- 
hängen lassen. — 

Ich habe diese Angaben ohne ausführliche Begründung zusammen- 
gestellt, da sie sich aus den früheren Entwickelungen sozusagen mit 
Nothwendigkeit ergeben. Am zweckmässigsten erscheint mir ohne 
Zweifel die dritte Art des Ansatzes. Indem dieselbe die Berechnung 
der Xv in nicht weniger als drei getrennte Schritte zerlegt, benutzt sie 
dreimal dieselben Grundsätze der typischen Darstellung, welche wir 
unter wechselnden Formen in den drei voraufgehenden Kapiteln kennen 
gelernt haben. 

§ 7. Beziehungen zu E!ronecker und Brioschi. 

Unsere zweite Auflösungsmethode ist, wie wir schon öfter sagten, 
nur eine Modification und Weitercntwickelung der Kronecker'schen Me- 
thode. In der That haben wir ja in II, 4 ausführlich gesehen, dass 
das Problem der A in dem dort näher erläuterten Sinne durch seine 
einfachste Resolvente sechsten Grades, die Jacobi'sche Gleichung, 
ersetzt werden kann. Im Einzelnen bieten sich dann freilich mannig- 
fache Abweichungen. Ich will hier nur auf zwei derselben aufmerk- 
sam machen, von denen die zweite die wichtigere ist. 

Wir bemerken zunächst, dass die Art, vermöge deren Hr. Kronecker 
in seiner ersten Mittheilung an Hermite*) die allgemeine Jacobi'sche 
Gleichung sechsten Grades auf den Fall J. = 0, oder, wie wir hier 
sagen, auf eine Ikosaedergleichung, reducirt, von der im vorigen 
Kapitel angewandten Methode verschieden ist. Hr, Kronecker formulirt 

*) Siehe II, 1, § 6. 
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seinen Ansatz so^ tlass die A^, Ai, Ag einen linear vorlcomniendeu Fara- 
meter v enthalten ^ der dann hinterher derart bestimmt wirdj dass 
Ao^ -\- Aifii.2 = Ä zu Null tvird. — Wir können diesen Gedanken natür- 
lich auch mit unseren Formeln verbinden, indem wir nämlich die c'»"* 
selbst [Formel (14)j zuvörderst mit einem linear vorkommenden Para- 
meter V versehen. Statt dann die beiden Erzeugenden erster Art, welche 
der betrefifende lineare Complex bei beliebigen v mit der Hauptfläche gemein 
hat, durch eine accessorische Quadratwurzel zu trennen, verfahren wir so, 
dass wir den Complex zunächst in einem linearen Büschel beweglich 
sein lassen und nun durch die Forderung fixiren, er solle von den 
Erzeugenden erster Art der Hauptfläche zwei zusammenfallende ent- 
halten. Eben diese Forderung bringt dann ihrerseits eine accesso- 
rische Quadratwurzel mit sich. — Ich habe die hiermit angedeutete 
Formulirung im Vorangehenden vermieden, weil sie nur anwendbar 
ist, wenn wir das Problem der A als ßesolvente der vorgegebenen 
Gleichung fünften Grades behandeln, ich aber das Problem der A zunächst 
unabhängig von jedem solchen Zusammenhange betrachten wollte. — 
Wir bemerken ferner, dass die allgemeinen Formeln, welche Hr, 
lirioschi für die Durchführung der Kronecker' sehen Methode gegeben hat, 
— Formeln, über die wir in H, 1, § 6 ausführlich Bericht erstatteten, — 
von unseren Formeln (18) durchaus verschieden sind. Hr. Brioschi be- 
nutzt zur Bildung seiner A^, A^, A^ sechs linear unabhängige Grössen 
w«, %, • • W4, während wir zwanzig Grössen a,jt gebrauchen, zwischen 
denen die Relationen a,* = -- a*,-, 2Jaik= l!aik= bestehen. Dafür 

i k 

wieder reichen wir, wenn wir neben den A die A' in Betracht ziehen 
wollen, mit denselben Grössen a,* aus, während Hr. Brioschi sechs neue 
Grössen w«', u^^\ • • • u^ würde heranziehen müssen. Ich will diesen Ver- 
gleich, der nur den äusseren Aufbau der Formeln betrifft, nicht weiter 
fortsetzen. Bemerken wir vor Allem, dass unsere Formeln (gleich den 
Brioschrschen) jedenfalls so allgemein als möglich sind. Giebt man näm- 
lich die A, A' beliebig, so können wir rückwärts aus ihnen die zu- 
gehörigen aik, resp. c'»"* [Formel (14)] bestimmen. Wir haben nur die 
Coordinatenverwandlung des § 4 im umgekehrten Sinne zu wiederholen. 
Die betreffende Rechnung stellt sich folgendermassen. Wir haben zu- 
vörderst, indem wir von (18),(19) zu den CoordinatenJ.^,,. (16) zurückgehen: 

-^12 ^^ ^2 » -^34 ""^^ Aj , 

{2ö) AiQ = "" A2, A^2 = Ai, 

-4j4 = — Aq Aq , -d.23 = Aq Aq . 

Wir ersetzen sodann die Formeln (13) durch ihre Umkehr: 
(27) 5xi = 6-^'p, + £-2» .^2 + 5-3» .^^ ^ e-^'-p^. 
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Hieraus: 

wo die Summe rechter Hand über alle Combinationen (^y v) = (v, ^) 
zu erstrecken ist, und nun, indem wir die einzelne Gleichung mit d^^ 
multipliciren und über (Z, m) = (m, V) addiren: 

(28) 25a,, = ^(6-/^*--* - 5—-^*) . ^^^^ 

was die gesuchte Formel ist. 

Ich möchte zum Schlüsse den geometrischen Gedanken, der unserer 
Behandlung der Kronecker'schen Methode zu Grunde liegt und der viel- 
leicht weitertragende Bedeutung hat, noch einmal scharf formuliren. 
Das Erste ist, dass wir dem Punkte x überhaupt einen linearen 
Complex substituiren, also statt der Gleichung 5. Grades eine Glei- 
chung 20. Grades in Betracht ziehen, deren Wurzeln a,, der wiederholt 
genannten Relationen «»•*= — a*,, 27«,*= -^»1*= genügen. Das 

Zweite ist, dass wir diesen Complex durch (18), (19) auf ein neues 
Coordinatensystem beziehen. Ich will betrefifs der Bedeutung der 
Ä, A' in keine Einzelheiten eingehen*), sondern nur bemerken, dass 
die erste der beiden Gleichungen (17) identisch verschwindet, wenn 
sämmtliche A, die zweite, wenn sämmtliche A' gleich Null sind. Für 
die Erzeugenden erster Art der Hauptfläche ist also Aq = A^ == Ag = 0, 
für die Erzeugenden ziveiter Art Aq = A^' = A2' = 0. — Welches ist 
nun der Zweck dieser Coordinatenverwandlung? Wir erreichen da- 
durch, dass die Gleichung 20. Grades der aa durch das Formenprohlem 
der A oder der A' ersetzt werden kann. In der That haben wir ja 
gesehen, dass bei den 60 geraden Collineationen des Raumes sich die 
Aq, A,, Ag und ebenso die Aq', A/, Ag' für sich genommen, also temär, 
linear substituiren. Bemerken wir jetzt, dass wir dieses Verhalten 
von unserer geometrischen Auffassung aus a priori hätten erschliessen 
können. Bei den geraden Collineationen des Raumes wird nämlich, 
wie wir wissen, jedes der beiden Systeme geradliniger Erzeugender 
der Hauptfläche in sich verwandelt. Daher werdeil hei diesen Colli- 
neationen nothwendig auch die beiden dreigliedrigen Schaaren linearer 
Complexe, denen diese Erzeugendensysteme beziehungsweise angehören, in 
sich transformirt. Hieraus folgt aber ohne Weiteres das bezeichnete 
Verhalten der A, A', sofern wir noch hinzunehmen, dass jeder Raum- 

*) Man vergleiche meinen Aufsatz im zweiten Annalenbande (1869): Die 
allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten, Insbesondere beachte 
man, dass der lineare Complex speciell, d. h. eine gerade Linie, wird^ wenn 
Ao' + A,Aa = Ao'2 + Ai'A,' ist. 
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collineation eine lineare Transformation der Liniencoordinaten ent- 
spricht. Die Möglichkeit, unsere Gleichung der a,* auf ein ternäres 
Formenproblem zu reduciren^ erscJieint so als ein unmittelbarer Äusfluss 
der elementaren Anschauungen, der Liniengeometrie. Dies ist der eigent- 
liche Gesichtspunkt^ unter ivelchem ich die zweite Methode betrachtet 
sehen möchte. — 

§ 8. Vergleich tinserer beiden Methoden. 

Die beiden Methoden zur Auf losung der Gleichung fünften Grades, 
welche wir einander gegenüberstellten, sind jedenfalls, wie schon aus 
den Betrachtungen von § 1 des gegenwärtigen Kapitels hervorgeht, 
auf das Engste verwandt: wir wollen hier zeigen, dass sie überhaupt 
nur unwesentlich verschieden sind, indem jede Ikosaedergleichung, 
welche einer vorgegebenen Gleichung fünften Grades vermöge der 
einen Methode zugeordnet wird, immer auch durch die andere Me- 
thode abgeleitet werden kann. 

Der Uebergang, welcher in diesem Sinne von der ersten Methode 
zur zweiten führt, ist ohne Weiteres deutlich. Um einen Punkt y der 
Hauptfläche dem Punkte x covariant zuzuordnen, haben wir soeben 
(in § 2) zuvörderst eine zu x covariante Gerade construirt, mit der 
wir dann die Hauptfläche geschnitten haben. Eben diese Gerade 
können wir jetzt als spedellen linearen Complex der zweiten Metliode zu 
Grunde legen: wir haben uns nur die zugehörigen Coordinaten au- zu 
berechnen. Bilden wir dann das entsprechende Problem der A, so 
wird die eine der zwei Ikosaedergleichungen, durch welche wir dieses 
Problem erledigen können, mit der Ikosaedergleichung, zu der die Be- 
stimmung der j/v führt, ohne Weiteres identisch sein. 

Die Umkehr dieser Betrachtung ist nicht viel complicirter. Wir 
nehmen an, wir haben vermöge unserer zweiten Methode der Gleichung 
fünften Grades eine Ikosaedergleichung, also dem Punkte x eine Er- 
zeugende A der Hauptfläche coordinirt. Dann können wir jedesmal auf 
rationalem Wege (und zwar auf mannigfache Weise) einen Funkt y an- 
geben, der auf der Erzeugenden X liegt: wir brauchen z. B. die y^ nur 
den Wv{X) oder den anderen in der Hauptresolvente der Ikosaeder- 
gleichung auftretenden Ausdrücken proportional zu setzen. Dieser 
Punkt y ist aber dem Punkte a: jedenfalls in co varianter Weise zugeordnet; 
u)ir haben also ohne Weiteres eine Tschimhaustransformation, welclie d&tn 
Funkte x einen Funkt y der Hauptfläche coordinirt. Legen wir jetzt 
diese Tschirnhaustransformation unserer ersten Methode zu Grunde, 
so kommen wir natürlich zur anfänglichen Ikosaedergleichung zurück. 

Wir können in diesem Sinne sagen, dass im Grunde nur eine 
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Auflösung der Gleichungen fünften Grades gefunden ist. Die Verschie- 
denheit der beiden Methoden, die wir in Vorsehlag brachten», liegt 
allein in der Anordnung der einzelnen Schritte. Bei der ersten Methode 
stellen wir die accessorische Quadratwurzel voran, bei der zweiten 
führen wir sie erst nach Trennung der beiden Erzeugen deusysteme 
ein. Dafür hat die erstere Methode, wie wir sclion sagten, den Vor- 
zug, zunächst mit ganz elementaren Mitteln zu operiren. 

Wie dem auch sei: als gemeinsames Fundament der beiden Me- 
thoden erscheint bei unserer Darstellung einmal die Theorie des Iko- 
saeders, dann weiter die Betrachtung der geradlinigen Erzeugenden 
der Hauptfläche. Dass erstere die wirklichen Normalgleichungen ab- 
gibt, auf welche man ein für allemal die Auflösung der Gleichungen 
fünften Grades zurückführen muss, ist mir unzweifelhaft. Dagegen 
beurtheile ich unsere geometrischen Ueberlegungen und Constructionen, 
so förderlich uns dieselben gewesen sind, anders: ich glaube, dass es 
gelingen wird, die allgemeine Theorie der Formenprobleme in der Art 
algebraisch zu entwickeln, dass unsere Zurückführung der Gleichungen 
fünften Grades auf das Ikosaeder als blosses CoroUar erscheint und 
nicht in besonderer Weise begründet zu werden braucht. Ich habe 
selbst hierzu im 15. Bande der Mathematischen Annalen einen Ansatz 
gemacht, indem ich den Zusammenhang zwischen dem Probleme der 
A und der Gleichung fünften Grades — und zwar ebensowohl die 
hierher gehörigen Formeln von Brioschi als unsere Formeln mit den 
ttik — aus dem einzigen Umstände herleitete, dass die Substitutionen 
der A den geraden Permutationen der x isomorph und dabei eindeutig 
zugeordnet werden können*). Wenn ich hierauf in den vorstehenden 
Erläuterungen nicht eingegangen bin, so geschah es, weil ich diese 
weitergehenden Speculationen, auf die ich schon in I, 5 (§ 4, 5, 9) 
hinwies, noch nicht für abgeschlossen halte. Ich habe mich vorab 
um so lieber auf geometrische Constructionen von individuellem Cha- 
rakter beschränkt, als ich meine, dass man gerade durch sie zu den 
richtigen Gesichtspunkten auch für die allgemeine Theorie wird hin- 
geführt werden können. 

§ 9. Ueber die Nothwendigkeit der accessorisohen QuadratwurEol. 

Wir sind am Ende unserer Darlegungen; was wir nocli hinzu- 
zufügen haben, betrifft die Nothwendigkeit jener accessorischen Quadrat- 

*) üeher die Auflösung getcisser Gleichungen vom siebenten und achten 
Grade (1879); siehe iDsbesondere § 1 — 5 daselbst. — Die Ausdrncksweise des 
Textes meint, dass jeder Vertauschung der x nur eine Substitution der A ent- 
spricht; Eindeutigkeit im umgekehrten Sinne findet auch statt, aber wäre für 
den Erfolg des algebraischen Processes nicht nothwendig. 
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Wurzel, welche in unserer ersten Methode bei der Tschirnhaustrans- 
formation ^ in unserer zweiten Methode aber auftrat^ sobald wir die 
Auflösung des Problems der A bewerkstelligen wollten. Wir werden 
zeigen, dass diese Quadratwurzel in der That nicht zu vermeiden ist, 
wenn überhaupt eine Ikosaedergleichung erreicht werden soll; wir 
werden ferner nachweisen, dass eben hieraus jener allgemeine Kro- 
necker'sche Satz hervorgeht, den wir in II, 1, § 7 besprochen haben, 
und der bei der allgemeinen Gleichung fünften Grades die generelle 
Unmöglichkeit einer rationalen Resolvente mit nur einem Parameter 
aussagt. 

Um zunächst den ersten Punkt zu erledigen, formuliren wir unsere 
Behauptung folgenderraassen. Es seien Xq, a;,, ' - x^ fünf beliebig 
veränderliche Grössen, <p, ^ seien zwei ganze Functionen derselben 
ohne gemeinsamen Theiler. Dann ist eSy behaupten wir, unmöglich^ 
9, il> derart zu wählen^ dass 

(^Q\ 2 == ^ ^^" ^} ^'•* ^^ !^V- 

%ff (a*„ X^ .Tg Xq X^) 

bei den geraden Vertanschnngen der x die IkosaeAler Substitutionen erleidet. 
Der Beweis ergibt sich sofort, wenn wir beachten, dass sich die 
ursprünglich functionen theoretische Frage vermöge der Willkürlich- 
keit der X in eine ftyi^nie^ithemxtische umsetzt. Soll nämlich irgend 
einer Permutation der x entsprechend die Substitutionsformel statt- 
haben : 

(30) A'='^:==?'?-i^^^, 

SO werden wir wegen der Willkürlichkeit der Xj unter C eine geeignete 
Constante verstanden, sofort schreiben können: 

(31) ip'=^C{a<p + ßi\,), t' = Cirip + H), 

SO dass also, mit den Vertauschungen der x zusammen, die beiden 
ganzen Functionen g?, ^ sich binär-linear transformiren. Nun aber 
umfasst, wie wir in I, 2, § 8 ausführlich zeigten, jede Gruppe binärer 
Substitutionen, die mit der Gruppe der nicht homogenen Ikosaeder- 
substitutionen isomorph sein soll, nothwendig mehr als 60 Operationen, 
während doch den 60 geraden Vertauschungen der x nicht mehr als 
60 Umänderungen der ganzen rationalen Functionen 9, ^ entsprechen 
können. Dies ist ein unhebbarer Widerspruch und also erweist sich 
der in (29) ausgedrückte Ansatz in der That als unmöglich , w. z. b. w. *). — 
Der Widerspruch wird auch nicht beseitigt, wenn wir jetzt hinterher 

*) Man vergl. hier und in den folgenden Paragraphen meine wiederholt ge- 
nannte Abhandlung in ßd. XU der Math. Annalen (1877), sowie meine Mittheilung 
an die Erlanger Societät vom 15. Januar 1877. 
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Ux = annehmen; denn jede Gleichung fünften Grades kann rational 
in eine solche mit Ux = verwandelt werden. — 

Vergleichen wir, um den Kern des Beweises noch besser zu fassen, 
die Theorie der Hauptgleichungen fünften Grades. Bei ihnen haben 
wir ausser Ux = auch noch Ux^ = 0; schreiben wir also Glei- 
chung (30) etwa folgendermassen: 
(32)^ <p' (y<p + dt) = r (cc(p + ßtl 

so ist im Falle der Hauptgleichungen keineswegs nöthig, dass die 
beiden Flächen: 

9?' (yq) + dt) = 0, ^' (aq) + /3^) = 
unter sich identisch sind, sondern nur, dass sie die durch jene Be- 
dingungen dargestellte Hauptfläche zweiten Grades je in dersdhen Curve 
durchsetzen. Nun haben wir allerdings ausgeschlossen, dass g>, ^, und 
somit auch, dass q>\ ^' einen Theiler gemein haben. Ebensowenig 
soll sich, werden wir verlangen, ein Theiler absondern lassen, wenn 
wir die vorkommenden Functionen durch Hinzufügen geeigneter Multipla 
von UXy 2Jx^ modificiren. Trotzdem aber können die Durchschnitts- 
curven der Hauptfläche mit g>' = 0, ^' = einen Bestandtheil ge- 
meinsam haben: es muss dieser Bestandtheil nur eine unvollständige 
Durchschnittscurve sein und sich also nicht für sich genommen durch 
eine zur Hauptfläche hinzutretende Fläche ausschneiden lassen. Nehmen 
wir an, dass dies eintritt, so ist für die Entstehung der Formel (31) 
(aus welch' letzterer wir unseren Widerspruch ableiteten) in der That 
kein Grund vorhanden. — Ich unterlasse es, das hier Gesagte noch 
specieller auszuführen und zu zeigen, dass sich unsere frühere Be- 
handlung der Hauptgleichungen fünften Grades in der That unter die 
hiermit gegebene Ueberlegung subsumirt. — 

Den Beweis, den wir für unsere anfängliche Behauptung gegeben 
haben, erstreckt sich ohne wesentliche Modification auch auf andere 
Fälle. Zunächst dürfen wir ohne Weiteres statt der allgemeinen 
Gleichung fünften Grades das Problem der A substituiren: wir erkennen, 
dass es bei Zurückführung dieses Problems auf eine Ikosaedergleichung 

unmöglich ist, die früher benutzte Quadratwurzel Y^ (oder eine äqui- 
valente accessorische Irrationalität) zu vermeiden. Wir erkennen ferner, 
dass es unmöglich ist, die allgemeinen Gleichungen vierten Grades 
durch rationale Resolventenbildung auf eine Oktaedergleichung, oder 
auch, nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante, auf 
eine Tetraedergleichung zu reduciren*). — üebrigens können wir 

♦) Was die Gleichungen vierten Grades betrifft, so lässt sich bei ihnen, wie ich 
hier beiläufig anführe, eine Auflösung mit Hülfe der Oktaedergleichnng (resp. der 
Tetraedergleichung) bewerkstelligen, welche sozusagen eine Verschmelzung der 
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unserem Gedankengange auch eine positive Wendung geben. Ich be- 
merke in dieser Hinsicht nur, dass sich das Verhalten der Aq, A|, A2, 
welches soeben (in § 5) besprochen wurde, auf dem hiermit ange- 
deuteten Wege ableiten lässt. 

§ 10. Speoielle Gleiohungen fünften Grades, welche rational auf 
eine Ikosaedergleiohung zurückgeführt werden können. 

Wir müssen jetzt unsere allgemeinen Betrachtungen unterbrechen 
und specielle Gleichungen fünftto Grades zur Sprache bringen, bei denen 
der gerade bewiesene Satz eine Ausnahme erleidet. In II, 2, § 4 haben 
wir die Resolventen fünften Grades der Ikosaedergleichung geometrisch 
gedeutet und gesehen, dass dieselben je durch zwei halbreguläre Raum- 
curven vom Geschlechte Null repräsentirt werden. Es handelt sich 
jetzt darum, dies Resultat umzukehren. Sei 
(33) F(x,Z) = 

eine Gleichung fünften Grades mit einem Parameter, welche eine 
Interpretation der genannten Art zulässt: ich behaupte, dass wir die- 
selbe allemal in rationaler Weise auf eine Ikosaedergleichung zurück- 
führen können. 

Der Beweis ist im Grunde derselbe, den wir in etwas anderer 
Form bereits in II, 3, § 1 bei Betrachtung der Hauptgleichung ge- 
geben haben. Nach Voraussetzung lassen sich die fünf Wurzeln von 

(33) derart als rationale Functionen einer Hülfsgrösse A darstellen: 

(34) Xy = E, (A), 

beiden bei den Gleichungen fünften Grades unterschiedenen Methoden ist. Man 
deute die Wurzeln Xq, a;, , x^, ajg , die der Bedingung Zx = unterworfen sein 
sollen, in früherer Weise als Vierseitscoordinaten in der Ebene. Dann haben wir 
den Hauptkegelschnitt Zx^ «= 0, und wir sahen schon oben (II, 3, § 2), wie ein 
demselben angehöriger Punkt durch eine Oktaedergleichung oder eine Tetraederglei- 
chung direct bestimmt werden kann. Jetzt werden wir dem. beliebigen Punkte x 
der Ebene einen Punkt y des Hauptkegelschnitts covariant zuordnen, indem wir 
von X die beiden an den Kegelschnitt möglichen Tangenten legen und unter den 
zwei Berührungspunkten den einen auswählen. Wir können dann die Oktaeder- 
gleichung (oder Tetraedergleichung) aufstellen, von welcher y abhängt, können 
rückwärts daraus x finden, etc. etc., alles in genauer Analogie mit den Ent- 
Wickelungen, die wir in den beiden Schlussparagraphen des vorigen E^apitels 
erbracht haben. 

Bei den Gleichungen dritten Grades kommen alle solche Weitläufigkeiten, wie 
wir bereits in II, 3, § 2 bemerkten, in Wegfall. In der That sahen wir auch in 
I, 2, § 8, dass die bei ihnen in Betracht zu ziehende Diedergruppe von 6 Substi- 
tutionen sehr wohl in die homogene Form umgesetzt werden kann, ohne dass « 
sich die Zahl ihrer Substitutionen vermehrt: es fällt also der Grund für das Auf- 
treten der accessorischen Irrationalität fort, den wir im Texte als bei Gleichungen 
vierten und fünften Grades maassgebend erkannt haben. 

Klein, Gleichungen 5. Grades. 17 
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dass bei geeigneter Veränderung des A die Xy jede beliebige gerade 
Permutation erfahren. Wir müssen nun aus der Theorie der rationalen 
Curven den Satz hinzunehmen^ dass man dieses A allemal als rationale 
Function der x einführen kann, also derart, dass jedem Punkte der 
Curve nur ein X entspricht*). Ich will der Kürze halber voraussetzen, 
dass das in (33) auftretende A bereits in der hiermit bezeichneten 
Weise gewählt sei. Dann begründet jede eindeutige Transformation, 
welche unsere Curve in sich überführt, insbesondere also jede gerade 
Vertauschung der a?,., eine eindeutige und eindeutig umkehrbare, also 
Ufieare Umwandlimg des A. Somit erhalten wir den 60 geraden Ver- 
tauschungen der Xy entsprechend eine zu ihnen holoedrisch isomorphe 
Gruppe linearer Substitutionen der Variabelen A. Nach I, 5, § 2 ist 
dies noth wendig die Ikosaedergruppe; dieselbe erscheint in der bei 
uns immer festgehaltenen kanonischen Form, sobald wir statt A eine geeig- 
nete lineare Function ^' = —31/ als Parameter einführen. Dieses 

A', weldies selbst eine rationale Function der Xy ist, hängt dann, unmittel- 
bar von einer Ikosa>ederglei€Jning ah, womit der Beweis unserer Behauptung 
erbracht ist. — 

Wir knüpfen an das Gesagte noch einige lose Bemerkungen. 
Zunächst sehen wir, dass wir unseren Satz mit unwesentlichen Modi- 
ficationen beim Probleme der A, oder auch, wenn wir statt des Iko- 
saeders Oktaeder oder Tetraeder in Betracht ziehen wollen, bei den 
Gleichungen vierten Grades wiederholen können. Wir erkennen ferner, 
dass es, bei den Gleichungen fünften Grades, keinerlei rationale Raum- 
curven geben kann, die bei sämmtlichen Vertauschungen der x^ in 
sich selbst übergingen. Endlich bemerken wir, dass das Auftreten ratio- 
naler invarianter Curven (wie wir uns ausdrücken wollen) überhaupt auf 
diejenigen Formenprobleme beschränkt ist, deren Gruppe mit einer 
der früher aufgezählten Gruppen linearer Substitutionen einer Varia- 
belen holoedrisch isomorph ist. 

§ 11. Der E^ronecker'sche Satz. 

Wir haben jetzt alle Mittel, um den Beweis des wiederholt ge- 
nannten Satzes von Eronecker zu erbringen. Es handelt sich darum, 
nachzuweisen, dass es bei beliebig vorgegebener Gleichung fünften Grades 
auch nach Ädjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante unmöglich 
ist, eine rationale Besolvente zu bilden, welche nur einen Parameter enthielte. 

Bemerken wir vorab, dass wir diesem Satze, indem die Gruppe 

*) Yergl. den Beweis dieses Satzes bei Lüroth im nennten Bande der 
Mathematischen Annalen (1875). 
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der geraden Vertauschungen von fünf Dingen einfach ist*), sofort eine 
scheinbar engere Formulirung ertheilen können. Wir werden nämlich 
aus dem angegebenen Grunde von jeder rationalen Resolvente durch 
erneute Resolventenbildung wieder eine Gleichung fünften Grades 
F (X) = ableiten können, wobei wir die X ohne Weiteres auch der 
Bedingung 2^X = unterwerfen dürfen. Dabei sind die Wurzeln 
Xv den ursprünglichen Xv in der Art einzeln zugeordnet, dass die 
Zuordnung bei beliebigen geraden Vertausch ungen der Xy ungeändert 
bleibt. Wir können also in früherer Weise schreiben: 

(35) X, =1) • 4'^ + ^ . xT + r . 4'^ + 5 ^xf, 

wo Xy=x\ r ^^^ u^d die Py q, r, s von den Coefficienten der 

vorgelegten Gleichung fünften Grades und der Quadratwurzel aus der 
zugehörigen Discriminante rational abhängen. Alles y was ivir zeigen 
müssen, ist jetzt dieses, dass es unmöglich ist, aus der allgemeinen Glei- 
chung fünften Grades durch eine Tschirnhaustransformation (35) eine 
Gleichung fünften Grades mit nur einem Parameter zu machen. 

Zu dem Zwecke überlegen wir vorab im Allgemeinen, welche 
geometrische Interpretation eine solche Gleichung finden müsste. Die 
Gesammtheit der willkürlichen Werthe Xq, x^, x^, x^, x^ bildet ein 
zusammenhängendes Continuum. Lassen wir also die Xq, x^, - * x^ in 
(35) sich beliebig ändern, so wird der Punkt X jedenfalls ein irredu- 
ciheles Gebilde durchlaufen. Fügen wir jetzt die Voraussetzung hinzu, 
dass die Gleichung der Xv nur einen Parameter enthalte, so wird das 
fragliche irreducibele Gebilde eine Curve sein müssen. Ich sage 
jetzt, dass die so erhaltene irreducibele Curve bei den 60 geraden 
Collineationen des Raumes in sich übergetien wird. In der That, ver- 
möge der Festsetzung, die wir hinsichtlich der in (35) auftretenden 
Coefficienten p, q, r, s gemacht haben, entsprechen den geraden Ver- 
tauschungen der Xv die geraden Vertauschungen der Xv, — anderer- 
seits aber können wir jede Vertauschung der Xv (und also insbesondere 
jede gerade Vertauschung derselben) erzielen, indem wir die Xv von 
irgend welchen Anfangswerthen beginnend in geeigneter Weise con- 
tinuirlich laufen lassen. 

Wir greifen jetzt speciell auf die Entwickelungen des vorigen 

Paragraphen zurück. *Es ist nämlich deutlich, dass die gerade bespf-ochene 

Curve der Xv auf alle Fälle rational sein muss. Denn wir können uns 

die Xq, Xi, ' ' x^ in (35) irgendwie rational von einem Parameter X 

abhängig denken, worauf die X„ selber rationale Functionen dieses X 

werden: den Einwand, dass in besonderen Fällen das X aus den 

*) Vergl. die Definition in I, 1, § 2. 
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Xr überhaupt herausfallen konnte, braueheu wir nicht zu berück- 
sichtigen, da wir ein solches Ereigniss augenscheinlich immer ver- 
meiden können. Es sind also in der That die Prämissen des vorigen 
Paragraphen gegeben. Wir schliessen, da^ wir eine rationale Ffincfion 
der Xr aufstellen Tcönnen, tcelche hei den geraden Vertauschungen der 
Xt die IJcosaedersuhstitutionen erleidet. Diese Function würde vermöge 
(35) auch von den Xr in der Weise rational abhängen, dass sie bei den 
geraden Yertauschungen der Xr ikosaedrisch substituirt würde. Nun haben 
wir aber in § 9 ausdrücklich bewiesen, dass eine solche rationale Function 
der Xr unmöglich ist. Wir kommen also m vollem Widerspruche und 
müssen unsere Annahme, es gäbe eine Tschimhaustransformation (35) 
von der oben näher bezeichneten Eigenschaft, fallen lassen, w. z. b. w. 

Ich schliesse, indem ich noch einige allgemeine Bemerkungen zur 
Gleichungstheorie hinzufüge. 

Zunächst, wenn wir in den vorstehenden Erläuterungen dem Iko- 
saeder überall das Oktaeder oder Tetraeder substituiren, so können 
wir alle Betrachtungen ungeäudert für die Gleichungen vierten Grades 
wiederholen bis auf die eine, die von der Einfachheit der zugehörigen 
Gruppe handelte. Die Gruppe der Gleichungen vierten Grades ist 
zusammengesetzt. Wollen wir also bei den Gleichungen vierten Grades 
den Kronecker'schen Satz wiederfinden, so müssen wir demselben aus- 
drücklich die Bedingung hinzufügen, dass die Gruppe der in Betracht 
zu zielienden Resolvente mit der Grrujype der 24 oder der 12 Vertauschungen 
der Xqj x^j x^, x^ Iwloedrisch isonwrph sein solle. Lassen wir diese 
Bedingung fallen, so gibt es sehr wohl rationale Resolventen der all- 
gemeinen Gleichung vierten Grades, welche nur einen Parameter ent- 
halten. Der empirische Beweis hierfür wird durch die gewöhnliche 
Auflösung der Gleichungen vierten Grades erbracht: In der That 
operirt dieselbe ja mit lauter Hülfsgieichungen, die nur einen Parameter 
enthalten, nämlich mit binomischen Gleichungen. 

Bei den Gleichungen dritten Grades kann auf Grund imserer 
früheren Bemerkungen von einem Satze, der dem Kronecker'schen ent- 
spräche, natürlich keine Rede sein. 

üeber Gleichungen höJieren Grades will ich hier, um nicht zu weit- 
läufig zu sein, nur Eins bemerken, indem ich dabei der Einfachheit 
wegen an der Beschränkung festhalte, die wir eben für den vierten 
Grad formulirten. Unter der genannten Voraussetzung sind Resol- 
venten mit nur einem Parameter — von ganz speciellen und leicht 
erkennbaren Fällen abgesehen — bei der allgemeinen Gleichung schon 
deshalb unmöglich, weil nach der Bemerkung von § 10 unter den 
zugehörigen invarianten Curven keine rationalen existiren können. 
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